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中文内容摘要 

在计算机图形学中，曲面常用三角网格表示。网格的参数化问题一直是数字

几何处理中的基本问题之一，它在纹理贴图，网格再划分，曲面间映射，几何图

像，网格变形等一系列图形学应用中起着重要作用。实际应用中的网格通常来自

物体表面的 3D 扫描，因此常为闭网格。要将这样的网格参数化，我们可以先将

其切成开曲面然后映射到平面区域，或者也可直接将整个映到某个闭曲面。对于

亏格为 0的闭曲面网格，最自然的参数域便是单位球面。平面参数化问题已被广

泛研究，因此求解方法多种多样。与此相反，球面参数化由于其球面约束带来的

困难因此研究热度较低。特别地，在平面参数化中有一个通用的几何优化流水线

可以保证得到无翻转的参数化映射，而这一流水线直接应用于球面参数化时效果

并不好。本文的目的便是修改这一流水线使得它在求解球面参数化问题时也能顺

利使用。 

 本文首先引入了低扭曲无翻转参数化问题，然后详细阐述了平面参数化中的

几何优化流程以及各种求解器，之后调查了现有的球面参数化方法，最后提出了

球面参数化的几何优化流程。实验结果表明本文提出的几何优化流程能够很好地

求解球面参数化问题，并得到低扭曲的球面参数化映射。 

 

关键词：几何处理，网格参数化，几何优化 
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Abstract 

 In computer graphics, surfaces are often represented as triangle meshes. Mesh 

parameterization is a fundamental problem in digital geometry processing, and plays 

an important role in a wide range of graphics applications including texture mapping, 

remeshing, surface mapping, geometry image, morphing, etc. In real applications, 

meshes usually come from 3D scans of object surfaces, and thus are often closed. To 

parameterize such a mesh, we can first cut it open and then map it to a planar region, 

or we can directly map it to some closed surface. For a closed surface mesh of genus 0, 

the most natural parameter region is the unit sphere. Planar parameterizations have been 

intensively studied, thus a variety of solvers are available. On the contrary, spherical 

parameterizations receive much less research focus due to the difficulties brought by 

the spherical constraint. In particular, there is a universal geometric optimization 

pipeline for planar parameterizations that guarantees a fold-over-free result, but such 

pipeline does not work well when directly applied to spherical parameterizations. This 

thesis aims to modify this pipeline so that it works well for spherical parameterizations. 

 We first introduce the problem of computing a low-distortion parameterization map 

with no flips, then elaborate the geometric optimization pipeline and various solvers for 

planar parameterization, then conduct a survey on existing spherical parameterization 

methods, and finally proposed our spherical parameterization pipeline. Experiment 

results show that our pipeline works well for spherical parameterizations and produces 

spherical mappings with low distortion. 

 

Keywords: Geometry Processing, Mesh Parameterizations, Geometric Optimization 
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第一章 绪论 

第一节 光滑曲面 

一、 基本定义[45] 

一个 n 维拓扑流形(topological manifold)是指局部同胚于 n 维欧氏空间且第二

可数的 Hausdorff 空间。这代表对于该空间中的每一点𝑝, 都存在开邻域𝑈𝑝和同胚

映射 

𝜙𝑝 ∶ 𝑈𝑝 ≃ 𝑉𝑝 ⊆ ℝ
𝑛, 

其逆映射𝜙𝑝
−1可视为流形在该点附近的一个参数表示。因此这对(𝑈𝑝, 𝜙𝑝)称为一

个图表(chart)，𝑈𝑝称为点𝑝的一个坐标邻域，𝜙𝑝称为𝑈𝑝上的坐标映射。若两个图

表(𝑈, 𝜙), (𝑉, 𝜓)之间的过渡映射光滑，即 

𝜙 ∘ 𝜓−1 ∶ 𝜓(𝑈 ∩ 𝑉) → 𝜙(𝑈 ∩ 𝑉), 𝜓 ∘ 𝜙−1 ∶ 𝜙(𝑈 ∩ 𝑉) → 𝜓(𝑈 ∩ 𝑉) 

都是光滑映射，则称这两个图表相容(compatible)。流形𝑀上的图集(atlas)是指一

族两两相容且能覆盖𝑀的图表𝔘 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}，即有𝑀 = ⋃ 𝑈𝛼𝛼 。若流形𝑀上存在

这样的图集，则称其为光滑流形(smooth manifold)。 

在微分几何中，曲面(surface)一般指二维光滑流形，记为𝑆。因此，曲面上每

一点都存在一个可以用平面区域参数表示的坐标邻域。在这里，我们假设曲面可

嵌入三维欧氏空间，即存在嵌入映射𝑓 ∶  𝑆 ↪ ℝ3。若将曲面上的每一点与其像等

价，则亦可直接认为该曲面是三维欧氏空间的子集。这样一来，曲面上的每一点

𝑝附近都有一个光滑的参数表示𝒇𝒑 ∶ Ω𝑝 → ℝ3，其中Ω𝑝是一个平面区域，它在𝒇𝒑

下的像是𝑝的一个坐标邻域。 

图 1.1 两个图表间的过渡映射[45] 
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二、 曲面的局部理论[1] 

1. 基本形式与曲率 

为了方便研究曲面的局部性质，我们不妨假设这个曲面就是𝒇 ∶ Ω → ℝ3，并

把曲面上的点𝑝等同于其参数坐标(𝑢, 𝑣)。点𝑝处由 

𝒇𝑢(𝑝) =
𝜕𝒇

𝜕𝑢
(𝑝), 𝒇𝑣(𝑝) =

𝜕𝒇

𝜕𝑣
(𝑝) 

生成的平面称为该点处的切平面(tangent plane)，记为𝑇𝑝𝑆。 

𝒏(𝑝) =
𝒇𝑢(𝑝) × 𝒇𝑣(𝑝)

‖𝒇𝑢(𝑝) × 𝒇𝑣(𝑝)‖
 

称为该点处的单位法向量(unit normal)，它在二维球面𝑆2上。映射 

𝐺 ∶ 𝑆 → 𝑆2, 𝑝 ↦ 𝒏(𝑝) 

称为该曲面的高斯映射(Gauss map)。 

曲面的第一基本形式(first fundamental form)定义为： 

𝐼 = 𝑑𝒇 ∙ 𝑑𝒇 = (𝑑𝑢 𝑑𝑣) (
𝐸 𝐹
𝐹 𝐺

) (
𝑑𝑢
𝑑𝑣
), 

它是曲面上一点处切平面上由三维欧氏空间诱导的度量，刻画了曲面局部的度量

性质。由定义可知 

𝐸 = 𝒇𝑢 ∙ 𝒇𝑢, 𝐹 = 𝒇𝑢 ∙ 𝒇𝑣, 𝐺 = 𝒇𝑣 ∙ 𝒇𝑣. 

 曲面的第二基本形式(second fundamental form)定义为 

𝐼𝐼 = −𝑑𝒇 ∙ 𝑑𝒏 = (𝑑𝑢 𝑑𝑣) (
𝐿 𝑀
𝑀 𝑁

) (
𝑑𝑢
𝑑𝑣
), 

它刻画了曲面在一点处附近的形状。由定义可知 

𝐿 = 𝒇𝑢𝑢 ∙ 𝒏, 𝑀 = 𝒇𝑢𝑣 ∙ 𝒏, 𝑁 = 𝒇𝑣𝑣 ∙ 𝒏. 

第一基本形式和第二基本形式都与参数的选取无关，且在ℝ3的正交变换下不变。 

 给定一点处的单位切向量𝒕，曲面在该点处沿𝒕的曲率向量沿法向量的分量称

为法曲率(normal curvature)，它可以由 

𝑘𝑛(𝒕) =
𝐼𝐼(𝒕, 𝒕)

𝐼(𝒕, 𝒕)
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计算。各方向法曲率中的极大值和极小值称为主曲率(principal curvatures)，记为

𝑘1, 𝑘2，它们是矩阵(
𝐿 𝑀
𝑀 𝑁

)(
𝐸 𝐹
𝐹 𝐺

)
−1

的特征值。特别地，𝐻 = (𝑘1 + 𝑘2)/2称为

该点处的平均曲率(average curvature)，𝐺 = 𝑘1𝑘2称为该点处的高斯曲率(Gaussian 

curvature)。高斯曲率是高斯映射的变积系数。 

2. 曲面上的微分形式 

设{𝒆1, 𝒆2}是曲面𝑆上一点𝑝处切平面的一组正交基， 

𝒆3 = 𝒆1 × 𝒆2 = 𝒏 

是单位法向量，则 

𝜔1 = 𝑑𝒇 ∙ 𝒆1, 𝜔2 = 𝑑𝒇 ∙ 𝒆2 

是其对应的一阶微分形式。再令 

𝜔𝑖𝑗 = 𝑑𝒆𝑖 ∙ 𝒆𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 

则有 

𝜔𝑖𝑗 + 𝜔𝑗𝑖 = 𝑑(𝒆𝑖 ∙ 𝒆𝑗) = 𝑑𝛿𝑖𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. 

曲面的结构方程表明， 

{
𝑑𝜔1 = 𝜔12 ∧ 𝜔2
𝑑𝜔2 = 𝜔1 ∧ 𝜔12

, {

𝑑𝜔12 = 𝜔13 ∧ 𝜔32
𝑑𝜔13 = 𝜔12 ∧ 𝜔23
𝑑𝜔23 = 𝜔21 ∧ 𝜔13

. 

另外，曲面的几何量都可以用这些一阶微分形式表示： 

{

𝐼 = 𝑑𝒇 ⋅ 𝑑𝒇 = 𝜔1𝜔1 + 𝜔2𝜔2
𝐼𝐼 = −𝑑𝒇 ⋅ 𝑑𝒏 = 𝜔1𝜔13 + 𝜔2𝜔23
𝐼𝐼𝐼 = 𝑑𝒏 ⋅ 𝑑𝒏 = 𝜔13𝜔13 + 𝜔23𝜔23

, {
𝑑𝐴 = 𝜔1 ∧ 𝜔2
𝑑𝜎 = 𝜔13 ∧ 𝜔23

, 

其中𝑑𝜎 = 𝐾𝑑𝑢 ∧ 𝑑𝑣 = 𝐾𝑑𝐴是高斯曲率的面积元。特别地， 

𝑑𝜔12 = 𝜔13 ∧ 𝜔32 = −𝑑𝜎 = −𝐾𝑑𝐴 = −𝐾𝜔1 ∧ 𝜔2 

称为联络 1-形式(connection 1-form)。上述方程还可写为： 

𝐾 = −
𝑑𝜔12
𝜔1 ∧ 𝜔2

, 

称为曲面的高斯方程。由该方程可以得到著名的高斯绝妙定理(Gauss’ Theorema 
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Egregium)：曲面的高斯曲率只与其第一基本形式有关。 

3. 曲面间的映射 

设𝒇1 ∶ Ω1 → 𝑆1 ⊆ ℝ
3, 𝒇2 ∶ Ω2 → 𝑆2 ⊆ ℝ3是两张光滑曲面。曲面间的映射𝜙 ∶

𝑆1 → 𝑆2诱导切空间之间的映射 

𝑑𝜙 ∶ 𝑇𝑝𝑆1 → 𝑇𝜙(𝑝)𝑆2,
𝜕𝒇1
𝜕𝑢

↦
𝜕(𝜙 ∘ 𝒇1)

𝜕𝑢
,

𝜕𝒇1
𝜕𝑣

↦
𝜕(𝜙 ∘ 𝒇1)

𝜕𝑣
 

称为对应点处的切映射(tangent map)。若𝜙满足 

𝐼𝑆1(𝒕1, 𝒕2) = 𝑘𝐼𝑆2(𝑑𝜙(𝒕1), 𝑑𝜙(𝒕2)), ∀𝒕1, 𝒕2 ∈ 𝑇𝑝𝑆1, 

其中𝑘只依赖于𝑝而不依赖于𝒕1, 𝒕2，则称其为共形映射(conformal map) 。特别地，

若𝑘 ≡ 1，则称其为等距映射(isometric map)。由高斯绝妙定理，曲面的高斯曲率

在等距映射下保持不变。因此，只有高斯曲率相等的曲面之间才可能存在等距映

射。若将参数域看成一个曲面，将参数映射看成曲面间的映射，便可以讨论参数

映射本身的共形性与等距性。因此，只有高斯曲率恒为 0 的曲面才可能有等距参

数化。 

 高斯曲率恒为 0 的直纹面称为可展曲面(developable surface)，例如柱面，锥

面，切线面。顾名思义，这些曲面可以展开（即等距参数化）到平面。对于一般

的任意曲面，可以证明其上每一点都存在一个可以共形映射到平面区域的坐标邻

域。这样的参数称为等温坐标(isothermal coordinates)。 

4. 测地线与 Gauss-Bonnet 公式 

给定曲面上的一条曲线，它的曲率向量在切平面上的投影称为测地曲率向量

(geodesic curvature vector), 其值称为测地曲率，记为𝑘𝑔，它只与第一基本形式有

关。曲面上测地曲率恒为 0 的曲线称为测地线(geodesic)。由其定义易知，若曲面

上存在直线，则它必为测地线。测地线在等距映射下的像也是测地线。另外，曲

面上两点之间的测地线长度是两点间所有曲线长度的极值。对于球面，两点间的

测地线就是连接两个点的大圆弧（劣弧和优弧都是）。 
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若𝐷是曲面𝑆上的单连通区域，其边界是封闭的分段光滑曲线，则有 Gauss-

Bonnet公式： 

∬ 𝐾𝑑𝐴
𝐷

+∫ 𝑘𝑔
𝜕𝐷

𝑑𝑠 +∑𝛼𝑖 = 2𝜋, 

其中𝐾是高斯曲率，𝛼𝑖是𝐷的边界上非光滑点的外角。特别地，对于曲面上的测

地三角形， 

∬ 𝐾𝑑𝐴
𝐷

= 𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 − 𝜋, 

其中𝛽1, 𝛽2, 𝛽3是三个内角。对于球面，由于其高斯曲率恒为 1，上述公式表明球

面测地线（大圆弧）三角形的面积就是𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 − 𝜋。 

5. 曲面上的函数及拉普拉斯算子 

给定曲面𝑆上的正交坐标系{𝒆1, 𝒆2}和切向量场𝒗，其微分在切平面上的投影称

为其协变微分(covariant differential)： 

𝐷𝒗 = (𝑑𝒗 ⋅ 𝒆1)𝒆1 + (𝑑𝒗 ⋅ 𝒆2)𝒆2. 

协变微分是线性微分算子。 

给定曲面𝑆上的函数𝜙，其微分可表示为𝑆上一阶微分形式的组合： 

𝑑𝜙 = 𝜙1𝜔1 + 𝜙2𝜔2. 

函数𝜙的梯度(gradient)定义为 

∇𝜙 = 𝜙1𝒆1 + 𝜙2𝒆2, 

它与坐标系的选取无关。其协变微分为 

𝐷(∇𝜙) = (𝑑𝜙1 + 𝜙2𝜔21)𝒆1 + (𝑑𝜙2 + 𝜙1𝜔12)𝒆2, 

记为𝐷𝜙1𝒆1 + 𝐷𝜙2𝒆2。注意到𝐷𝜙1, 𝐷𝜙2也是一阶微分形式，因此也可写成𝜔1, 𝜔2

的组合： 

𝐷𝜙1 = 𝑑𝜙1 + 𝜙2𝜔21 = 𝜙11𝜔1 + 𝜙12𝜔2, 

𝐷𝜙2 = 𝑑𝜙2 +𝜙1𝜔12 = 𝜙21𝜔1 + 𝜙22𝜔2, 

由𝜙11, 𝜙12, 𝜙21, 𝜙22组成的二阶矩阵称为𝜙关于{𝒆1, 𝒆2}的 Hessian阵。特别地，该
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矩阵的迹𝜙11 + 𝜙22与坐标系的选取无关，记为∆𝑆𝜙。算子∆𝑆称为曲面的 Laplace-

Beltrami算子，简称拉普拉斯算子。特别地，可以证明， 

∆𝑆𝒇 = −2𝐻𝒏. 

对于一般的参数，曲面的拉普拉斯算子可由如下公式计算： 

∆𝑆𝜙 =
1

√𝑔

𝜕

𝜕𝑢𝛽
(√𝑔𝑔𝛼𝛽

𝜕𝜙

𝜕𝑢𝛼
), 

其中(𝑢1, 𝑢2)是参数，𝑔𝛼𝛽是曲面第一基本形式的矩阵元素，𝑔是矩阵的行列式。

上述公式使用了爱因斯坦求和约定。 

三、 曲面的整体理论[1] 

1. 可定向性 

设𝑆是一个曲面，𝔘 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}是它的一个图集。对于每一个图表(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)，

选取一个单位法向量𝒏𝛼作为其定向。若存在一种选法使得 

𝒏𝛼 = 𝒏𝛽 , ∀𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅, 

则称该曲面是可定向的(orientable)。可定向曲面有整体良定的单位法向量，从而

有整体良定的第二基本形式。常见的不可定向曲面有莫比乌斯环，克莱因瓶等。 

2. 曲面的三角剖分 

设𝑆是一个曲面，𝔘 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}是它的一个图集。曲面上的三角形(triangle)𝑇

是指某个𝑈𝛼内由曲面上三条光滑曲线所围的单连通区域。曲面的三角剖分

(triangulation)是指曲面上的一族三角形{𝑇𝜆}，满足 

1）曲面上的任意点𝑝必属于某一三角形。若𝑝是某个三角形的内点，则该三角

形唯一； 

2）每条边属于至多两个三角形；两个三角形至多共一条边。若两个三角形共

边，则它们也共边的两个端点； 

3）每个顶点属于至多有限个三角形。 

可以证明，曲面上具有分段光滑边界的有限区域必有三角剖分。 
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3. 欧拉示性数 

设𝑆是一个曲面，{𝑇𝜆}是它的一个三角剖分。将其中的顶点数，边数，三角形

数分别记为𝑉, 𝐸 , 𝐹，则欧拉公式表明𝑉 − 𝐸 + 𝐹是拓扑不变量，记为𝜒(𝑆)，称为曲

面的欧拉示性数(Euler characteristic)。它等于2 − 2𝑔，其中𝑔是曲面的亏格(genus)，

它刻画了曲面上洞的个数。 

设曲面𝑆是可定向的无边紧致曲面，则有整体 Gauss-Bonnet 公式： 

∫ 𝐾𝑑𝐴
𝑆

= 2𝜋𝜒(𝑆). 

曲面分类定理表明，若曲面的亏格为 0，则同胚于球面；若曲面的亏格不为 0，

则同胚于同亏格数的环面。因此，闭曲面无法整体参数化到平面。 

 

第二节 三角网格曲面 

一、 实际应用中的曲面表示 

在数学里，常被研究的曲面主要有三种： 

1）显式曲面：𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). 

2）参数曲面：(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)), (𝑢, 𝑣) ∈ Ω ⊆ ℝ2. 

3）隐式曲面：𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. 

其中显式曲面可以看成特殊的参数曲面。这些曲面的共同特点就是表达非常简洁

直观，且其中涉及的函数往往可以假设一定的光滑性。因此，常用的分析工具可

以很好的研究这些曲面的几何性质，从而推出各种美妙的理论。 

图 1.2 不同亏格的曲面[3] 
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然而，生活中的曲面复杂多样，往往很难用直观的函数来表示。而由于计算

机的存储方式是离散的，对于一般曲面不存在能够完整存储其所有信息的数据结

构，因此只能用有限的采样信息来近似表示。三角网格是一种对一般曲面简单而 

有效的线性近似。更具体地，一个三角网格(triangle mesh)𝑀由一个图𝐺 = (𝑉, 𝐸, 𝐹)

和一个坐标映射𝑋 ∶ 𝑉 → ℝ3组成，其中𝑉是一组顶点，𝐸是连接这些顶点的一组边，

𝐹是由这些顶点和边组成的一组三角形，它们反映了网格内的拓扑关系。为了能

构成一般可定向曲面的一个三角剖分，它们需要满足以下条件： 

1) 每个顶点应属于至少三条边，两个顶点间至多有一条边相连； 

2) 每条边应属于至少一个三角形，至多两个三角形； 

3) 两个三角形间至多共一条边，至多共两个顶点； 

4) 所有三角形之间应存在一种相容的定向。 

坐标映射𝑋将每个顶点𝑣映为它在空间中的位置𝒙𝑣，反映了网格的几何信息。

于是，以𝑣1, 𝑣2, 𝑣3为顶点的三角形𝑓 ∈ 𝐹对应三维欧氏空间中的一个三角形面： 

(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ↔ {𝜆1𝒙𝑣1 + 𝜆2𝒙𝑣2 + 𝜆3𝒙𝑣3 | 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ≥ 0, 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 1}. 

这些三角形用以线性近似相应部分的曲面。为了使得这些三角形能拼成一个流形

曲面，这个坐标映射应该满足： 

1）每个顶点的 1-邻域(即其属于的所有三角形的并集)应同胚于单位闭圆盘； 

2）任意两个三角形除了点和边以外不能有其他交点。 

图 1.3 三角网格曲面[3] 
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最终，将这些三角形拼起来，我们得到一个分片线性映射作为曲面的近似。可以

证明，通过增加网格的顶点数，我们可以对一般可定向流形曲面进行任意精度的

近似。 

实际应用中的曲面通常来自两种渠道：计算机辅助设计(CAD)与 3D 扫描。

在计算机辅助设计中，工程师或艺术家们用各种 3D 建模软件（如 Auto CAD, 3ds 

Max, Maya, Cinema 4D, Blender, Houdini 等）来创造物体模型。这些模型经常由

一些基本的元素（如长方体，球体，圆柱体，三角形，贝塞尔曲线等）组成，因

此导出的模型通常以样条曲面或多边形网格存储。在 3D 扫描中，扫描器通过扫

描物体的表面得到密集的采样点。但这些采样点不足以反映曲面的任何整体信息，

因此需要构建点与点间的连接关系，这一过程称为网格建立(meshing)。通过网格

建立，采样点就变为了三角形网格。 

在几何处理算法中，我们往往需要访问一条边的两个端点或两个邻接三角形，

遍历一个顶点所连的所有边，三角形，或顶点，因此使用半边数据结构来高效进

行这些操作。在半边数据结构中，每条边被分为两个方向相反的有向半边，分别

属于两个邻接的三角形。每个三角形内的半边取向为逆时针。由于所近似的曲面

是可定向的，这样的分法总是存在。在这里，我们使用 OpenMesh[4]提供的三角

网格类作为网格的基本数据结构，并用它提供的 API 进行三角网格中的各种遍

历操作。 

图 1.4 半边数据结构[4] 
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二、 离散微分几何 

有了三角网格的数据结构作为光滑曲面的近似，我们便可以计算一些几何量。

然而，由于微分几何中的几何量都是在假设曲面充分光滑的前提下定义的，经常

涉及到对曲面映射的高阶导数。而三角网格曲面是分片线性的，每个三角形内的

一阶导数为常数，高阶导数则均为 0，显然与原曲面的几何信息不符，因此无法

直接将光滑设定下的概念用于实际计算，而需要做一定的离散化处理。离散微分

几何(Discrete Differential Geometry)正是为此而设计的工具，它旨在用简单的方

法在三角网格曲面上计算诸如切平面，法向量，面积元，曲率，测地线等各种几

何量，使得能对原曲面相应的几何量做很好的估计。在这里，我们只介绍一些与

课题相关的几何量的计算方法，其余可以参考[6][3][22]。 

1. 基于三角形的几何量： 

设三角形𝑓 = {𝑓0, 𝑓1, 𝑓2}的三个顶点位置按逆时针分别为𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2。 

1) 面积：|𝑓| =
1

2
‖(𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0) × (𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)‖； 

2) 法向量：𝒏𝑓 =
(𝒙𝑓1−𝒙𝑓0)×(𝒙𝑓2−𝒙𝑓0)

‖(𝒙𝑓1−𝒙𝑓0)×(𝒙𝑓2−𝒙𝑓0)‖
； 

3) 重心：𝒙𝑓 =
1

3
(𝒙𝑓0 + 𝒙𝑓1 + 𝒙𝑓2)。 

2. 基于顶点的几何量： 

1) 面积元：𝜎𝑖 =
1

3
∑ |𝑓|𝑖∈𝑓 ； 

2) 顶点法向量：𝒏𝑖 =
∑ |𝑓|𝒏𝑓𝑖∈𝑓

‖∑ |𝑓|𝒏𝑓𝑖∈𝑓 ‖
。 

3. 整体几何量： 

1) 欧拉示性数：𝜒(𝑀) = |𝑉| − |𝐸| + |𝐹|； 

2) 亏格：𝑔(𝑀) =
1

2
(2 − 𝜒(𝑀))； 

3) 整体面积：𝐴(𝑀) = ∑ |𝑓|𝑓∈𝐹 ； 

4) 整体重心：𝒙𝑐(𝑀) =
1

𝐴(𝑀)
∑ |𝑓|𝒙𝑓𝑓∈𝐹 。 
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4. 网格上的函数 

一个三角网格上的函数由各顶点处的值给定，其在每个三角形内的值由三个

顶点处的值线性插值得到。对于一个在网格顶点上定义的函数𝑓，设它在顶点

𝑖 ∈ 𝑉处的值为𝑓𝑖 ∈ ℝ。 

1) 函数的积分：∫ 𝑓𝑑𝜎
𝑀

= ∑ 𝜎𝑖𝑓𝑖𝑖∈𝑉 ； 

2) 函数的拉普拉斯：∆𝑓𝑖 =
1

𝜎𝑖
∑ 𝜔𝑖𝑗(𝑓𝑗 − 𝑓𝑖)(𝑖,𝑗)∈𝐸 ，其中 

𝜔𝑖𝑗 =
1

2
(cot 𝛼𝑖𝑗 + cot 𝛽𝑖𝑗) 

称为余切权重(cotangent weight)。具体的推导可以参考[3][6]。由余切权

重组成的矩阵 

𝐿(𝑀) = (𝐿𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈𝑉, 𝐿𝑖𝑗 =

{
 

 ∑ 𝜔𝑖𝑘
(𝑖,𝑘)∈𝐸

,   𝑖 = 𝑗

−𝜔𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸

0,   otherwise

 

称为曲面的拉普拉斯矩阵。它是一个半正定的矩阵： 

∑ 𝐿𝑖𝑗𝑓𝑖𝑓𝑗
𝑖,𝑗∈𝑉

= −∑𝜎𝑖𝑓𝑖∆𝑓𝑖
𝑖∈𝑣

= −∫ 𝑓∆𝑓𝑑𝜎
𝑀

= ∫ |∇𝑓|2𝑑𝜎
𝑀

≥ 0. 

曲面的拉普拉斯矩阵在几何处理中非常有用，后面几章即将介绍的几何

优化中也将反复用到这个矩阵。 

图 1.5 余切权重[22] 
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第三节 网格参数化问题 

一、 问题概述 

对于光滑可定向曲面，其上每个点的邻域都可以用平面区域通过一个参数映

射表示。因此，光滑曲面的每一个局部区域都是参数曲面。反过来，给定一个局

部区域寻找一个合适的参数域和参数映射便是参数化(parameterization)问题。更

具体地，对于曲面𝑆上的一个区域𝑈，参数化问题希望找到一个合适的参数域Ω和

一个同胚映射𝜙 ∶ 𝑈 ≃ Ω。若𝑈只是局部区域，则参数域可选为平面区域；若𝑈就

是整个曲面𝑆，则参数域需要与曲面同胚，其选取需要考虑曲面的整体性质和一

些拓扑量，比如亏格数与开闭性，相应的参数化问题称为整体参数化(global 

parameterization)问题。特别地，对于开曲面，其整体参数域仍可选为平面区域；

而对于 0 亏格的封闭曲面，其整体参数域通常选为单位球面。 

在计算机图形学中，网格参数化是最基本的几何处理问题之一[39][10]。各种

应用，包括纹理贴图，网格再划分，网格变形，曲面间映射，几何图像等都需要

网格参数化作为基本工具。由于在实际应用中网格通常来自对物体表面的扫描，

因此通常是封闭的。一种办法是把它分割成一片或多片开网格，然后把这些网格

图 1.6 网格的平面参数化[39] 

图 1.9 闭曲面网格的切割[34] 
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分别参数化到平面区域。其优势在于有大量的高质量平面参数化算法可供选择，

其劣势在于网格分割导致被分割的区域在割线处参数的不连续，从而会在原网格

上产生可见的缝(seam)。由于某些应用对这种不连续性较为敏感，因此为了满足

其实际需求则需要添加一些边界处的无缝约束(seamless constraints)，这些约束难

以处理。与此相对，另一种方法是对网格进行整体参数化，这样就不会出现上述

不连续性。其劣势在于可供选择的整体参数化算法比较少。 

对于三角网格曲面上的函数，若其值域是线性空间，则一般可用顶点处的函

数值通过重心坐标线性插值得到每个三角形边界和内部的点处的函数值的近似： 

𝜙(𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2) ≈ 𝜆0𝜙(𝒙𝑓0) + 𝜆1𝜙(𝒙𝑓1) + 𝜆2𝜙(𝒙𝑓2). 

因此，求解一个平面参数化问题只需求解各个顶点处的参数坐标就足够了。在这

个意义下，参数化映射可看成是网格到平面的一个形变(deformation)，这个形变

是同胚的充要条件是： 

1) 局部双射性：映射在任意一个局部区域（即任意两个共边的三角形）内

是双射。这等价于任意一对相邻三角形形变后的定向是相同的，也等价

于无三角形翻转。 

2) 整体双射性：映射在整个待参数化区域上是双射。这等价于待参数化区

域的边界形变后是不自交的。 

满足这两个条件的参数化映射才能称为合法的(valid)。网格参数化问题的基本要

求便是计算这样一个合法的参数化映射。平面参数域的优势在于其线性性，这使

得每个顶点与周围顶点的参数关系都是线性的，由此诞生了一大类线性方法。若

图 1.7 平面参数化与纹理贴图[43] 
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从形变的角度来看，可以把整个参数化映射看成一个2|𝑉|维的向量，每个顶点的

参数坐标都是它的分量。于是，平面的线性性也使得各顶点的两个参数坐标分量

可以线性变化，只受局部双射性的约束，由此也诞生了一大类基于直线搜索的迭

代方法。基于以上原因，平面参数化得到了广泛研究。 

 对于 0 亏格封闭三角网格的整体参数化，由于其参数域为单位球面，因此无

法通过顶点处的参数线性插值得到三角形内的参数，需要提前指定一种从平面三

角形到球面三角形的同胚映射。这类映射称为球面三角形映射(spherical triangle 

map)，会在第三章详细介绍。一旦给定了球面三角形映射，问题便也化为计算各

顶点处的参数坐标。由于这时的网格没有边界，因此参数化映射只需要满足局部

双射性便足够了，即无球面三角形翻转。相比于平面参数域，球面带来的非线性

约束导致球面参数化的计算更加困难：平面的线性方法不再适用，相应的迭代方

法也难以照搬。因此球面参数化的研究热度比平面参数化低许多。 

二、 扭曲能量 

为了定量描述参数化映射在整个三角网格上的扭曲，我们首先需要定义其在

每个三角形上的扭曲。给定三角网格𝑀 = (𝑉, 𝐸, 𝐹)和一个平面参数化映射𝒙，记

顶点𝑣 ∈ 𝑉的几何位置为𝒙𝑣 ∈ ℝ
3，记其参数坐标为𝒙𝑣 ∈ ℝ

2。给定三角形𝑓 =

(𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，我们通过刚体变换将以𝒙̅𝑓0 , 𝒙̅𝑓1 , 𝒙̅𝑓2为顶点的三角形变换到平面，

使得𝒙̅𝑓0被映为原点，𝒙̅𝑓1被映到𝑥轴正半轴，𝒙̅𝑓2被映到上半平面： 

(𝒙̅𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙̅𝑓2) ↦ (𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2) = (
0 𝑢𝑓1

𝑥 𝑢𝑓2
𝑥

0 0 𝑢𝑓2
𝑦), 

其中 

图 1.8 球面参数化与纹理贴图[19] 
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{

𝑢𝑓1
𝑥 = ‖𝒙̅𝑓1 − 𝒙̅𝑓0‖

𝑢𝑓2
𝑥 = (𝒙̅𝑓1 − 𝒙̅𝑓0) ⋅ (𝒙̅𝑓2 − 𝒙̅𝑓0) 𝑢𝑓1

𝑥⁄

𝑢𝑓2
𝑦
= ‖(𝒙̅𝑓1 − 𝒙̅𝑓0) × (𝒙̅𝑓2 − 𝒙̅𝑓0)‖ 𝑢𝑓1

𝑥⁄

. 

于是原三角形与由新的坐标𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2组成的三角形全等。这样做的目的是为了

把原网格中的三角形所处的空间从三维降到二维，从而方便之后计算每个三角形

的形变。我们把摊平后的三角形称为源三角形(source triangle)。由于我们采用半

边数据结构，各源三角形的定向与网格本身的定向一致。从源三角形到三角形的

参数化像存在唯一一个仿射变换： 

𝒙𝑓𝑖 = 𝐽𝑓𝒖𝑓𝑖 + 𝒙𝑓0 , 𝑖 = 1, 2, 3, 

其中 

𝐽𝑓 = (𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)(𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1

 

是这个映射的梯度，称为三角形𝑓的形变梯度(deformation gradient)，它刻画了该

三角形的形变程度。当形变梯度为正交阵时，像三角形与源三角形全等，此时三

角形𝑓无扭曲。当形变梯度的行列式为负时，像三角形的定向与源三角形不一致，

此时三角形𝑓翻转；当形变梯度的行列式为 0 时，像三角形退化成线段。因此三

角形𝑓不翻转的充要条件是： 

det 𝐽𝑓 > 0, 

这等价于 

det(𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0) > 0. 

图 1.10 将网格中的三角形摊平得到源三角形[24] 
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 设形变梯度的奇异值分解为： 

𝐽𝑓 = 𝑈𝑓 diag (𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓
𝑇 , 

其中𝑈𝑓 , 𝑉𝑓是正交阵，𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓是形变梯度的奇异值，它们刻画了这个仿射变换各

方向伸缩系数的极值。记 

𝑅𝑓 = 𝑈𝑓𝑉𝑓
𝑇 , 𝑆𝑓 = 𝑉𝑓 diag (𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓

𝑇 , 

则𝐽𝑓 = 𝑅𝑓𝑆𝑓是形变梯度的极分解。由上述定义可以看出，𝑆𝑓是对称阵，称为三角

形𝑓的伸缩张量(stretch tensor)，它的几何意义是沿两个互相正交的主方向的伸缩。

𝑅𝑓是正交阵，它的几何意义是刚体变换，对三角形的形变没有贡献。可以证明，

𝑅𝑓是所有正交阵中与𝐽𝑓的 Frobenius 距离最小的一个。换一种说法，𝑅𝑓是𝐽𝑓在正

交空间中的投影。于是我们可以自然地用𝐽𝑓到𝑅𝑓的 Frobenius 距离来描述三角形

𝑓的扭曲，称为 ARAP(As-Rigid-As-Possible)扭曲函数[24]： 

𝐷𝐴𝑅𝐴𝑃(𝐽𝑓) =
1

2
‖𝐽𝑓 − 𝑅𝑓‖𝐹

2
. 

注意到，这个函数也可以由形变梯度的两个特征值表示： 

𝐷𝐴𝑅𝐴𝑃(𝐽𝑓) =
1

2
(𝜎1,𝑓 − 1)

2
+
1

2
(𝜎2,𝑓 − 1)

2
. 

显然，当形变梯度为正交阵时，该扭曲函数取到最小值 0。将各三角形的 ARAP

扭曲通过面积加权，我们得到整个网格的 ARAP 扭曲能量[24]： 

𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐷𝐴𝑅𝐴𝑃(𝐽𝑓)

𝑓∈𝐹

. 

类似地，我们还可以通过其他方式定义每个三角形的扭曲，然后通过面积加权得

到整个网格的扭曲能量。常用的扭曲函数有： 

1) 对称狄利克雷(symmetric Dirichlet)扭曲[43]： 

𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓) =
1

2
(‖𝐽𝑓‖𝐹

2
+ ‖𝐽𝑓

−1‖
𝐹

2
) =

1

2
(𝜎1,𝑓

2 + 𝜎2,𝑓
2 +

1

𝜎1,𝑓
2 +

1

𝜎2,𝑓
2 ), 

该函数当𝐽𝑓是正交阵时取得最小值 2。由于这个扭曲函数形式简单，效果
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较好，因此一般是参数化问题中的首选目标函数。后文中也主要将对称

狄利克雷扭曲作为目标函数。 

2) 保角扭曲(MIPS 扭曲[18])： 

𝐷𝑀𝐼𝑃𝑆(𝐽𝑓) =
1

2

‖𝐽𝑓‖𝐹
2

det 𝐽𝑓
=
1

2
(
𝜎1,𝑓

𝜎2,𝑓
+
𝜎2,𝑓

𝜎1,𝑓
), 

该函数当𝜎1,𝑓 = 𝜎2,𝑓时取得最小值 1。通过优化这个扭曲可以得到保角的

参数化映射。 

3) 保面积扭曲： 

𝐷𝑎𝑟𝑒𝑎(𝐽𝑓) =
1

2
(det 𝐽𝑓 +

1

det 𝐽𝑓
) =

1

2
(𝜎1,𝑓𝜎2,𝑓 +

1

𝜎1,𝑓𝜎2,𝑓
), 

该函数当det 𝐽𝑓 = 1时取得最小值 1。通过优化这个扭曲可以得到保面积

的参数化映射。 

4) 等距扭曲[11]： 

𝐷𝑖𝑠𝑜(𝐽𝑓) = 𝛼𝐷𝑀𝐼𝑃𝑆(𝐽𝑓) + (1 − 𝛼)𝐷𝑎𝑟𝑒𝑎(𝐽𝑓), 0 < 𝛼 < 1. 

该函数是保角扭曲与保面积扭曲的组合，当𝐽𝑓是正交阵时取得最小值 1，

且可由参数𝛼调整对面积或角的惩罚力度。 

5) AMIPS(Advanced MIPS)扭曲[11]： 

𝐷𝑖𝑠𝑜
∗ (𝐽𝑓) = exp (𝑠𝐷𝑀𝐼𝑃𝑆(𝐽𝑓) + 𝑠𝐷𝑎𝑟𝑒𝑎(𝐽𝑓)). 

 该函数可以有效惩罚扭曲较大的三角形。 

三、 低扭曲参数化的问题表述 

最终，我们将低扭曲参数化问题表述为一个以参数化映射为变量，以其双射

性为约束，以其在整个曲面上的扭曲能量为目标函数的优化问题： 

𝒙∗ = argmin
𝒙

𝐸(𝑀, 𝒙), 

s. t. det(𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0) > 0, ∀𝑓, 

其中 
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𝐸(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐷(𝐽𝑓)

𝑓∈𝐹

. 

这是一个开集约束下的非线性优化问题。注意到，这里我们并没有加入整体双射

性约束，因为这种约束可以合并到能量函数中，详情可参考[43][44]。另外，对于

低扭曲球面参数化问题，其能量和约束条件都略有不同，具体在第三章中给出。

由于这类非线性优化问题的目标函数和约束形式复杂，但却有着独特的几何结构，

因此人们结合几何知识对常用的优化算法进行修改，得到了可以有效降低这类函

数且结果严格满足约束的算法，称为几何优化(geometric optimization)方法。 

 

第四节 几何优化方法简介 

一、 一般非线性优化[26][27] 

在非线性优化理论里，一般的非线性优化问题往往通过从某个初始点开始经

过多次迭代一步一步收敛到极值点来求解。对于无约束的凸优化问题，常用的优

化方法包括梯度下降法和牛顿法。 

梯度下降法(gradient descent)将目标函数展开到一阶项，计算其下降最快的方

向（即梯度的负方向），因此也称为最速下降法。但由于其只利用了目标函数的

一阶导数信息，属于一阶方法，故其收敛速度是线性的。常用的加速方法有预处

理法，Nesterov 加速[25]和 Anderson 加速[2]。预处理法(preconditioning)通过一个

预处理器(preconditioner)在进行迭代前对梯度做一个线性变换来得到更好的下降

方向。其本质是在解空间里定义一种新的黎曼度量来替代原本的欧氏度量，在这

个新的度量下目标函数的负梯度方向就是预处理后下降方向。Nesterov 加速通过

定义动量把迭代途中计算过的所有负梯度进行累积，以此作为下降方向。其本质

是在模拟物理运动过程，把目标函数解读成一个势能，于是其负梯度相当于保守

力，动量是力随时间的累积，而动量则决定了当前的运动方向。Anderson 加速结
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合前面若干个迭代点的信息对新的迭代点进行改进，其本质是把每次的新迭代点

看成前一个迭代点的函数，从而根据前面若干个迭代点的信息对该函数的不动点

进行估计。另外，选取合适的步长可以使每次迭代尽可能地降低目标函数，也可

对整个迭代过程起到加速作用。对于规模较大的问题，还可以使用随机梯度下降

(stochastic gradient descent)或者批量梯度下降(batch gradient descent)以避免计算

整个梯度。这些加速方法虽然都能减少收敛所需的时间，但改变不了线性收敛速

度的本质。 

牛顿法(newton’s method)将目标函数展开到二阶项，计算这个二阶近似项的

最小值点作为下一个迭代点。由于它充分利用了目标函数的二阶导数信息，属于

二阶方法，故可以达到超线性的收敛速度。牛顿法也可以看成是以目标函数的

Hessian 矩阵为预处理器的预处理法。牛顿法的缺点在于每次计算新迭代点耗时

较多。尽管凸函数的 Hessian 阵是正定对称阵，可以用 LLT 分解等特殊方法对下

降方向的求解进行加速，但计算 Hessian 阵和其二次规划问题终究是一件耗时的

事。常用的加速方法是避免计算 Hessian 阵而利用梯度信息直接对 Hessian 阵的

逆矩阵进行估计，这类方法称为拟牛顿(Quasi-Newton)方法。 

对于带约束的优化问题，我们可以根据约束的类型对上述方法进行修改，其

整体思路是从一个满足约束的起始点出发，在迭代过程中对约束进行维护。线性

的等式约束可以写成目标函数变量的线性方程组，只要将每次的下降方向投影到

系数矩阵的零空间便可以维护这个约束。对于一般的流形约束，可以采用流形上

的参数坐标，或者先将梯度投影到流形的切空间上，然后用流形上的曲线搜索来

代替直线搜索。对于不等式约束，若解空间中满足该约束的集合是闭集，则可通

过某种方式将每次的迭代点投影到这个闭集上；若是开集，则一般采用内点法

(interior point method)，即每次计算一个不破坏约束的最大步长，然后利用回溯搜

索决定一个合适的下降步长。 
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对于非凸优化问题，梯度下降法仍然适用，但牛顿法却可能导致目标函数增

加或者迭代点发散，这是因为目标函数的 Hessian 阵是不定的。常用的方法是用

一个正定或半正定的矩阵来代替 Hessian 阵，类似预处理法。典型的代替方法包

括在 Hessian 阵上加上一个正数𝜆倍的单位阵，其本质是在目标函数上加上一个

正则项，其结果是在 Hessian 阵的所有特征值上加了𝜆，因此𝜆至少要取为 Hessian

阵的最小负特征值的绝对值。这种方法的缺点在于收敛所需的迭代数会大大增加，

且𝜆越大增加得越多。另一种方法是找到与 Hessian 阵最接近的半正定阵，称为

投影牛顿法(projected Newton)，其具体做法是将 Hessian 阵的所有负特征值都修

改为 0，因此需要计算 Hessian 阵的特征值分解。这种方法的缺点在于对于大规

模问题，Hessian 阵太大，计算其特征值分解非常耗时，若提前知道特征值和特

征向量的解析表达式则可带来很好的加速。一些拟牛顿方法可以保证即使对非凸

函数也能产生半正定的求解器，于是就避免了求特征值分解和计算之后的二次规

划问题，可以大大降低单次迭代所需要的时间。但是这种方法得到的半正定近似

往往不如投影牛顿法，因此需要更多的迭代数达到收敛。 

二、 几何优化 

 在上一节中，我们已经将低扭曲无翻转参数化问题表述成了一个带约束的优

化问题。其目标函数是一个高度非凸函数，其约束是非线性的非凸开集约束，这

导致求解优化问题变得困难。然而，目标函数的特点在于它是由局部的扭曲函数

在各个三角形上的值按照面积加权求和得到的，约束也是对每个三角形分别约束

的，而局部问题的规模较小，且蕴含着很多几何信息，于是基于这些特点可以设

计出一类特殊的求解方法，称为几何优化方法。由于这样的目标函数与约束广泛

存在于形变，曲面间映射等各种图形学问题中，因此几何优化是图形学最重要的

工具之一。下面我们将简单描述求解上一节提出的几何优化问题的大致流程。 

 首先，我们需要找到一个满足约束的初始化。这意味着我们要计算一个双射
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的参数化映射。幸运的是，对于平面参数化，我们可以用线性方法，通过求解一

个稀疏线性方程组来得到这样的初始化。在迭代过程中，由于目标函数是非凸函

数，我们可以使用预处理法，投影牛顿法或者拟牛顿法来计算下降方向。我们先

对每个三角形计算求解器，然后将他们集成为整体的求解器。这样的求解器很好

地保留了问题的稀疏特征，使得求解相应的二次规划问题难度降低。为了维护无

翻转约束，我们需要计算一个最大步长，然后用回溯直线搜索来获得一个合适的

步长。由于无翻转约束是各个三角形的局部约束的并集，而局部约束的边界是三

角形参数坐标的二次多项式，因此可以通过求解二次方程得到每个三角形的最大

步长，然后取各三角形最大步长的最小值作为整体的最大步长。这样一来，每次

迭代都可以保证没有三角形翻转，得到的收敛结果也必然是无翻转的。 

 然而，实际测试中有时会在迭代的过程中卡住，无论用什么求解器都无法有

效地降低目标函数。这往往是因为某些三角形接近翻转，导致整体的最大步长非

常小。如果目标函数选取得不合适，便很容易导致这种现象发生。比如上一节介

绍的 ARAP 扭曲函数，它在伸缩系数（即形变梯度的奇异值）较大的三角形处的

值很大，能有效抑制这类三角形；但在伸缩系数接近 0 的三角形处的值较小，导

致三角形容易接近翻转，这时就会出现最大步长过小的现象。为了避免这种情况，

需要局部扭曲函数对伸缩系数接近 0 的三角形也要有足够大的抑制。上一节提到

的对称狄利克雷扭曲和 AMIPS 扭曲满足这个要求，因此逐渐替代了 ARAP 扭曲。

另外，一些特殊的技巧也可以用来避免最大步长较小的情况，比如在源三角形与

像三角形之间插值一个中间三角形代替源三角形作为参考三角形，或者利用约束

条件的形式以原本的搜索方向作为参考构造一个最大步长尽可能大的搜索方向。 

 由此可见，平面参数化的几何优化方法已被广泛研究，已经有了比较完善的

流程，且有许多用来加速的办法。与此相反，球面参数化的几何优化方法却很少

被研究，就连最基本的无翻转初始化都很难获得。因此，本课题旨在将平面参数
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化的几何优化流程推广到球面参数化问题中，以高效获得低扭曲的无翻转球面参

数化映射。为此，我们首先要理解并实现平面参数化的各种方法，研究现有球面

参数化方法中出现的问题，然后想办法解决这些问题。后面的章节内容大致如下：

第二章将详细讲述平面参数化几何优化方法的具体细节，第三章将调查现有的球

面参数化方法，并用球心投影作为桥梁将平面中的几何优化方法应用于球面参数

化问题的求解。最后，第四章将进行总结并指出未来的可研究方向。 
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第二章 平面参数化的几何优化方法 

第一节 Tutte 方法及其变种 

1963 年，W. T. Tutte 在一篇图论的文章[46]中提到如何将一个 2-联通图嵌入

到平面中，其大致流程是先将图的边界映射到一个平面区域的边界上，然后通过

求解一个线性方程组将其余顶点映到区域的内部。Tutte 证明了只要平面区域的

边界是凸的，这种方法可以保证嵌入后的图里边与边两两不相交。之后 Michael 

S. Floater 在[8]中将这种方法应用到了有边三角网格的平面参数化中，成功得到

了无翻转的平面参数化映射。Floater 还将这种方法进行了推广，提出一类线性的

无翻转平面参数化方法[9]。下面我们将介绍这类方法。 

给定一个三角形，其内部的每一个点都可以用重心坐标表示： 

𝒙 = 𝜆1𝒙1 + 𝜆2𝒙2 + 𝜆3𝒙3, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ≥ 0, 𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 = 1. 

特别地，某点在三角形内部当且仅当𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 > 0。对于平面凸多边形，也有类

似的结果：设平面凸𝑛边形的𝑛个顶点位置分别为𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛。若某点𝒙可表示为

这些顶点的凸组合，即 

𝒙 = 𝜆1𝒙1 + 𝜆2𝒙2 +⋯+ 𝜆𝑛𝒙𝑛, 𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛 > 0, 𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑛 = 1, 

则该点一定在这个凸𝑛边形内部。这个结论可以从三角形开始对凸多边形的边数

归纳证明。于是，一个自然的想法是，如果一个平面三角网格的边界是凸多边形，

且其内部每个点都可以表示成其 1-邻域顶点的凸组合，那这个三角网格的边是

否两两不相交？Tutte 给出了肯定的答案，并提出了这样的计算方法：设网格𝑀的

一个边界的顶点集合为𝐵 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑏} ⊆ 𝑉，按顺时针排列。任取一个平面凸𝑏边

形，设其各顶点位置按顺时针排列为𝝃1, ⋯ , 𝝃𝑏。于是网格𝑀各顶点的平面参数坐

标{𝒙𝑖}𝑖∈𝑉可通过求解以下方程组得到： 

{

𝒙𝑣𝑘 = 𝝃𝑘, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑏

∑ 𝒙𝑖 − 𝒙𝑗
(𝑖,𝑗)∈𝐸

= 0, 𝑖 ∉ 𝐵 , 
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这是关于各平面参数坐标的稀疏线性方程组。由 Tutte 的结论[46]，解出来的参

数化映射必然是双射。由于此时每个顶点的参数坐标都在其 1-邻域顶点的参数

坐标的重心，因此这样的参数化映射也称重心映射(barycentric map)。 

 上述方法中，每个顶点关于其 1-邻域顶点的权重是均匀的。Floater 将其推广

[8]，得到了一般权重的线性方法：对于每条边(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸，指定一个权重𝜔𝑖𝑗 > 0。

于是通过求解以下带权重的方程组可以得到各顶点的参数坐标： 

{

𝒙𝑣𝑘 = 𝝃𝑘, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑏

∑ 𝜔𝑖𝑗(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)
(𝑖,𝑗)∈𝐸

= 0, 𝑖 ∉ 𝐵 , 

Floater 证明了[9]这类方程组的解都是双射的参数化映射，并且可以通过𝜔𝑖𝑗的选

取来控制映射的性质。几种特殊的权重取法包括： 

1) 边长的逆：𝜔𝑖𝑗 =
1

‖𝒙̅𝑖−𝒙̅𝑗‖
 

2) 余切权重：𝜔𝑖𝑗 =
1

2
(cot 𝛼𝑖𝑗 + cot 𝛽𝑖𝑗) 

Floater 在[8]中指出，由余切权重得到的参数化映射有比较好的保形(shape 

图 2.1 由 Tutte方法得到的重心映射[8] 

图 2.2 余切权重 
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preserving)性质。然而，若网格中存在相邻且对角都是锐角的三角形，则它们所

共边的余切权重是负数，此时计算出参数化映射不一定是双射。常用的解决方法

是把负的权重改成 0 或者非常小的正数。 

值得注意的是，上述方法中求解的线性方程组正好等价于以下优化问题[8]： 

𝒙∗ = argmin
𝒙𝑖

1

2
∑ 𝜔𝑖𝑗‖𝒙𝑖 − 𝒙𝒋‖

2

(𝑖,𝑗)∈𝐸

, 

s. t. 𝒙𝑣𝑘 = 𝝃𝑘, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑏. 

因此其本质也是几何优化问题。这个问题中的目标函数相当于每条边是一个弹性

系数为𝜔𝑖𝑗原长为 0 的弹簧系统的弹性势能，因此也称为弦能量(string energy)。

这意味着，如果将这样一个弹簧系统的边界固定在提前给定的凸多边形上，系统

最终达到稳态时各顶点的位置就是参数化坐标。 

 综上所述，Tutte 方法是一种简单的计算双射参数化映射的线性方法，且具有

特殊的几何意义与物理意义。然而，这种方法产生的参数化映射往往扭曲较大，

有些顶点的参数坐标会密集分布于凸多边形的重心或边界附近，导致周围产生特

别小或者瘦长的三角形。尽管如此，我们仍可把它作为优化扭曲能量的初始化，

因为我们只需要它满足最基本的无翻转条件。下一节我们将详细讲述优化扭曲能

量的迭代过程。 

 

第二节 迭代求解器 

 有了双射的初始化，就该进入迭代过程来降低扭曲能量了。由于扭曲能量是

非凸函数，常用的方法包括预处理法，投影牛顿法和拟牛顿法。其中第一种一般

是一阶方法，后两种则是二阶方法。 

一、 预处理器 

1. Sobolev 预处理器[24][21] 
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 我们先来看看如何降低 ARAP 扭曲能量。首先回顾一下 ARAP 能量的定义： 

𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐷𝐴𝑅𝐴𝑃(𝐽𝑓)

𝑓∈𝐹

, 𝐷𝐴𝑅𝐴𝑃(𝐽𝑓) =
1

2
‖𝐽𝑓 − 𝑅𝑓‖𝐹

2
, 

其中 

𝐽𝑓 = (𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)(𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1
= 𝑈𝑓 diag(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓

𝑇 , 𝑅𝑓 = 𝑈𝑓𝑉𝑓
𝑇 . 

要优化扭曲能量，首先要求其梯度。由于局部扭曲函数是关于𝐽𝑓的，而𝐽𝑓关于𝒙是

线性的，因此只需要对𝐽𝑓求梯度。然而，求𝑅𝑓关于𝐽𝑓的梯度并不是一件容易的事，

但我们可以把𝑅𝑓看成辅助变量，通过来回更新𝑅𝑓与𝐽𝑓来进行迭代：对当前的𝒙，

可求出每个𝐽𝑓，从而得到𝑅𝑓；然后固定所有𝑅𝑓，更新𝒙，从而得到新的𝐽𝑓，然后重

复这一过程直到收敛。由于第一步是局部更新，第二步是整体更新，所以这种方

法也称为局部-整体法(local-global method)[24]。这种方法运用于优化 ARAP 能量

非常有效，因为若固定所有𝑅𝑓，这个能量便是关于𝐽𝑓（从而关于𝒙）的二次函数，

于是第二步就变成了一个二次规划问题。其二次型矩阵为 

∆𝒙𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐼2⨂𝑃𝑓𝑃𝑓

𝑇

𝑓∈𝐹

, 

其中 

𝑃𝑓 = (
−1 −1
1 0
0 1

) (𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1
. 

经过计算，我们可以推出∆𝒙𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙)就是网格𝑀的拉普拉斯矩阵𝐿(𝑀)。于是，

相应的二次规划问题的解就是 

𝒙∗ = 𝒙 − 𝐿(𝑀)−1∇𝒙𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙). 

当然，为了保证双射性，我们应该将下降方向记为 

𝒅 = −𝐿(𝑀)−1∇𝒙𝐸𝐴𝑅𝐴𝑃(𝑀, 𝒙), 

然后在这个方向上计算一个能有效降低能量且无三角形翻转的步长，这部分的细

节会在后文中讨论。 
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 后来，Kovalsky 等人在[21]中指出，用拉普拉斯矩阵的逆对其他扭曲能量的

梯度进行变换都能得到不错的下降方向，即对任意的扭曲能量，在迭代时都取 

𝒅 = −𝐿(𝑀)−1∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙), 

其本质相当于在局部用 ARAP 能量来近似目标函数。于是，这种预处理器称为

Sobelev 预处理器，相应的预处理法称为 Sobolev 梯度下降法。值得注意的是，

这种预处理器不依赖于迭代点，即在整个迭代过程中始终保持不变，因此可以预

分解，从而大大减少每次迭代所需时间。另外，这种处理器与目标函数无关，一

般的几何能量都可以用这种预处理器代替普通的梯度下降法来进行加速。

Kovalsky 等人在[21]中用 Nesterov 方法进一步加速，提出了他们的 AQP 方法。

这部分的细节会在第三节详细说明。 

2. SLIM(Scalable Locally Injective Mappings)预处理器[32] 

ARAP 扭曲能量虽然简单，但如同绪论中所说，由于它对接近翻转的三角形

的抑制不够大，因此由它得到的下降方向上的最大步长往往非常小，导致迭代过

程容易卡住。对于其他的能量，虽然 Sobolev 预处理器是通用的，但我们希望对

每种能量都分别定制一种类似这样的预处理器，以更好地降低所选的目标能量。

于是，Rabinovich 等人在[32]中按这样的思路提出了一类新的预处理器，称之为

SLIM 预处理器。Rabinovich 等人指出[32]，对于一般的几何能量，可以在局部用

比 ARAP 函数更好的二次函数来近似。他们通过在 ARAP 扭曲函数中乘上一个

权重矩阵来做到这一点： 

𝑃𝑊(𝐽𝑓) = ‖𝑊𝑓(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓)‖𝐹
2
, s. t. ∇𝐽𝑓𝑃𝑊(𝐽𝑓) = ∇𝐽𝑓𝐷(𝐽𝑓). 

在这个近似的二次函数中，我们只把𝐽𝑓视为变量，把𝑊𝑓 , 𝑅𝑓都视为常量。计算这

个近似函数的梯度，我们得到： 

. ∇𝐽𝑓𝑃𝑊(𝐽𝑓) = 2𝑊𝑓
𝑇𝑊𝑓(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓) = ∇𝐽𝑓𝐷(𝐽𝑓), 

⇒ 𝑊𝑓 = (
1

2
∇𝐽𝑓𝐷(𝐽𝑓)(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓)

−1
)
1 2⁄

. 
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特别地，对于对称狄利克雷扭曲函数， 

∇𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓) = 𝑈𝑓 diag (2𝜎1,𝑓 −
2

𝜎1,𝑓
3 , 2𝜎2,𝑓 −

2

𝜎2,𝑓
3 ) 𝑉𝑓

𝑇 , 

⇒ 𝑊𝑓 = 𝑈𝑓 diag(√
(𝜎1,𝑓 + 1)(𝜎1,𝑓

2 + 1)

𝜎1,𝑓
3 , √

(𝜎2,𝑓 + 1)(𝜎2,𝑓
2 + 1)

𝜎2,𝑓
3 ) 𝑈𝑓

𝑇 . 

于是，SLIM 局部预处理器矩阵𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓为 

𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓 = 𝑊𝑓
𝑇𝑊𝑓⨂𝑃𝑓𝑃𝑓

𝑇 . 

整体预处理器矩阵 

𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀 =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓
𝑓∈𝐹

, 

从而迭代点𝒙处的下降方向为 

𝒅 = −𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀
−1 ∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙). 

这种预处理器比 Sobolev 预处理器的效果要好很多，因为它的权重矩阵是为每个

扭曲能量专门计算的。另外，虽然这个预处理器会在迭代的过程中变化，但它的

非零系数分布是不变的，因此可以将这个稀疏分布图案提前预分解。Rabinovich

等人还用实验指出[32]，这个预处理器是可扩展的(scalable)，也就是说，对于同

一个模型不同规模的细分，收敛所需的迭代数是差不多的。 

图 2.3 SLIM 预处理器的可扩展性[32] 
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3. AKVF(Approximated Killing Vector Field)预处理器[5] 

绪论中提到过，预处理器的本质是解空间的一个黎曼度量。那么，单纯从解

空间的角度考虑，设计合适的黎曼度量，也可以构造出预处理器。Claici 等人在

[5]中提到，相差整体刚性变换的两个参数化映射扭曲能量是一样的，因此应该视

为平等。而平面的刚性变换有三个维度——两个平移，一个旋转。于是，在原本

的2|𝑉|维欧氏空间中模掉刚性变换带来的等价关系之后，实际解空间应该是一个

2|𝑉| − 3维的流形。在这个流形上定义黎曼度量就是要在其上每个点的切空间内

定义一个内积。但是，直接在这样一个流形上定义黎曼度量是困难的，而且即使

定义出来了，之后计算下降方向也很麻烦。因此，我们可以先在原来的2|𝑉|维欧

氏空间上定义一个伪黎曼度量（即半正定的黎曼度量），然后由商空间映射诱导

来获得这个流形上的黎曼度量。这个伪黎曼度量需要以保持对称性的三个切方向

为 Killing 向量，即它们需要是伪黎曼度量特征值为 0 的特征向量。更具体地，

一个参数化映射𝒙处的切方向𝒅本质上是这个平面嵌入网格的一个切向量场，即

对于每个顶点𝑖 ∈ 𝑉，𝒅𝑖是𝒙𝑖处的切向量。所有保持对称性的切向量场形如 

𝒅𝑖 = (
0 𝜔
−𝜔 0

)𝒙𝑖 + 𝝃𝑖, 

其中第一项是旋转部分，第二项是平移部分。原2|𝑉|维解空间中的一个伪黎曼度

量是指每个参数化映射𝒙处的一个对称半正定矩阵𝐻(𝒙)。它能在简并后的2|𝑉| −

3维流形上诱导一个良定的黎曼度量当且仅当其零空间就是所有保持对称性的切

向量场。Claici 等人指出[5]，这样的切向量场有个共同特征，就是他们关于参数

坐标的 Jacobi 矩阵都是反对称阵。然而，如果只知道单个顶点处的参数坐标与切

向量，并不能唯一确定这个 Jacobi 矩阵，因此需要在三角形中考虑。对于网格𝑀

中的三角形𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ 𝐹，给定参数化映射𝒙与切向量场𝒅，由方程组 

𝒅𝑓𝑘 = 𝐴𝑓𝒙𝑓𝑘 + 𝝃𝑓，  𝑘 = 1, 2, 3, 

可以解出唯一的𝐴𝑓： 
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𝐴𝑓 = (𝒅𝑓1 − 𝒅𝑓0 , 𝒅𝑓2 − 𝒅𝑓0)(𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)
−1
. 

注意到，𝐴𝑓是反对称阵当且仅当𝐴𝑓 + 𝐴𝑓
𝑇 = 0，从而等价于‖𝐴𝑓 + 𝐴𝑓

𝑇‖
𝐹

2
= 0。而

‖𝑋 + 𝑋𝑇‖𝐹
2是一般线性空间GL2(ℝ) = ℝ

2×2中的一个半范数（即半正定二次型），

可以扩展成一个半内积： 

〈𝑋, 𝑌〉 =  tr (𝑋 + 𝑋𝑇)(𝑌 + 𝑌𝑇). 

在实际过程中，切向量场𝒅是未知的，因此要对每个单位切向量场单独求 Jacobi

并求出每个三角形 6 个 Jacobi 矩阵两两之间的半内积。把他们按顺序填入一个

6 × 6的矩阵𝐻𝐴𝐾𝑉𝐹,𝑓(𝒙)，然后按面积加权就得到了原欧氏空间上的伪黎曼度量

𝐻𝐴𝐾𝑉𝐹(𝒙)。把这个伪黎曼度量作为预处理器，就是所谓的 AKVF 预处理器。此时

每次迭代的搜索方向可以通过 

𝒅 = −𝐻𝐴𝐾𝑉𝐹(𝒙)
−1∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙) 

计算。这种预处理器的特点在于它不依赖于扭曲能量，也不依赖于原网格的几何，

只依赖于网格的连接关系，因此在原网格接近可展曲面时效果较好。 

二、 二阶求解器 

1. CM(Composite Majorization)求解器[41] 

 既然目标函数是非凸函数，那么一个自然的想法就是用凸函数近似。前面提

到的预处理器基本上都是用一个半正定二次型来近似，且只利用了目标函数的一

图 2.4 AKVF 与 SLIM 预处理器的比较[5] 
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阶导数信息，最终的收敛速度都是线性的。若要做到超线性收敛，则必须充分利

用二阶导数信息。Shtengel 等人指出[41]，对于常用的几何能量，可以将其分为

一个凸函数和一个凹函数（即 Hessian 矩阵负定）之和，并以前者作为目标函数

的近似。在这里，我们详细描述对称狄利克雷能量的凸近似。 

 首先回顾一下对称狄利克雷能量的奇异值表示： 

𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑

1

2
|𝑓| (‖𝐽𝑓‖𝐹

2
+ ‖𝐽𝑓

−1‖
𝐹

2
)

𝑓∈𝐹

=
1

𝐴(𝑀)
∑ℎ𝑓(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓)

𝑓∈𝐹

, 

其中 

𝐽𝑓 = (𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)(𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1
= (

𝑗00,𝑓 𝑗01,𝑓
𝑗10,𝑓 𝑗11,𝑓

) = 𝑈𝑓 diag(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓
𝑇 , 

ℎ𝑓(𝑢, 𝑣) =
1

2
|𝑓| (𝑢2 + 𝑣2 +

1

𝑢2
+
1

𝑣2
), 

𝜎1,𝑓 =
1

2
(‖𝛼𝑓‖ + ‖𝛽𝑓‖), 𝜎2,𝑓 =

1

2
(‖𝛼𝑓‖ − ‖𝛽𝑓‖),  

𝛼𝑓 = (
𝑗00,𝑓 + 𝑗11,𝑓
𝑗10,𝑓 − 𝑗01,𝑓

) , 𝛽𝑓 = (
𝑗00,𝑓 − 𝑗11,𝑓
𝑗10,𝑓 + 𝑗01,𝑓

). 

因此，对称狄利克雷能量的 Hessian 阵为 

𝜕2𝐸

𝜕𝒙2
=

1

𝐴(𝑀)
∑((

𝜕𝜎1,𝑓
𝜕𝒙

,
𝜕𝜎2,𝑓
𝜕𝒙

)

𝑇

∆ℎ𝑓(𝜎1,𝑓, 𝜎2,𝑓)(
𝜕𝜎1,𝑓
𝜕𝒙

,
𝜕𝜎2,𝑓
𝜕𝒙

) +
𝜕ℎ𝑓
𝜕𝜎1,𝑓

∆𝜎1,𝑓 +
𝜕ℎ𝑓
𝜕𝜎2,𝑓

∆𝜎2,𝑓)

𝑓∈𝐹

, 

其中 

∆ℎ𝑓(𝑢, 𝑣) = |𝑓| diag (1 +
3

𝜎1,𝑓
4 , 1 +

3

𝜎2,𝑓
4 ), 

𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
= |𝑓| (𝜎1,𝑓 −

1

𝜎1,𝑓
3 ) ,

𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
= |𝑓| (𝜎2,𝑓 −

1

𝜎2,𝑓
3 ), 

∆𝜎1,𝑓 =
1

2
(∆‖𝛼𝑓‖ + ∆‖𝛽𝑓‖), ∆𝜎2,𝑓 =

1

2
(∆‖𝛼𝑓‖ − ∆‖𝛽𝑓‖). 

由于ℎ𝑓(𝑢, 𝑣)是凸函数，因此 Hessian 阵求和内第一项永远是半正定的。又因为

‖𝛼𝑓‖, ‖𝛽𝑓‖都是𝒙的线性映射与范数的复合，而由三角不等式，范数都是凸函数，

因此∆‖𝛼𝑓‖, ∆‖𝛽𝑓‖也是半正定的。Hessian 阵求和内的后两项可以改写为： 
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𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
∆𝜎1,𝑓 +

𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
∆𝜎2,𝑓 =

1

2
(
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
+
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
)∆‖𝛼𝑓‖ +

1

2
(
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
−
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
)∆‖𝛽𝑓‖. 

由于 

𝜎1,𝑓 > 𝜎2,𝑓  ⇒  
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
= |𝑓| (𝜎1,𝑓 −

1

𝜎1,𝑓
3 ) > |𝑓| (𝜎2,𝑓 −

1

𝜎2,𝑓
3 ) =

𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
, 

因此∆‖𝛽𝑓‖前的系数永远是正的。于是只要取 

𝐻𝐶𝑀,𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟 =
1

𝐴(𝑀)
∑((

𝜕𝜎1,𝑓

𝜕𝒙
,
𝜕𝜎2,𝑓

𝜕𝒙
)

𝑇

∆ℎ𝑓(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) (
𝜕𝜎1,𝑓

𝜕𝒙
,
𝜕𝜎2,𝑓

𝜕𝒙
)

𝑓∈𝐹

+max(
1

2
(
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
+
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
) , 0) ∆‖𝛼𝑓‖ +

1

2
(
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎1,𝑓
−
𝜕ℎ𝑓

𝜕𝜎2,𝑓
)∆‖𝛽𝑓‖), 

则它一定是半正定的，且对于原能量的 Hessian 阵是很好的近似。把它作为求解

器，即用 

𝒅 = −𝐻𝐶𝑀,𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
−1 ∇𝒙𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝑀, 𝒙) 

来计算下降方向，便是一个二阶的求解器，可以达到超线性的收敛速度。然而这

种方法的缺点在于它需要利用目标能量的特定形式。这里我们只用对称狄利克雷

能量举了简单例子，但一般的几何能量可能存在凹凸分解但并不直观。而且，若

原能量的 Hessian 矩阵原本就是半正定的，这种方法不一定能保持这个矩阵。另

外，它也利用了二阶矩阵奇异值的解析表达式，而这种简单的表达式对于三阶或

更高阶的矩阵是不存在的，因此只适合二维问题而不适合更高阶的问题。下面我

们要介绍的解析投影牛顿求解器可以很好地解决这些问题。 

图 2.5 CM 与其他求解器的比较[41] 
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2. 解析投影牛顿求解器[42] 

 如绪论所说，求解非凸优化问题的一种常用二阶方法是投影牛顿法，其具体

做法是将目标函数的Hessian阵进行特征值分解并将其中的负特征值直接改为 0。

若不知道特征值分解的解析表达式，则只能通过数值方法计算，这对于大规模问

题来说近乎于死路。虽然我们的几何能量都可以写成局部三角形能量的加权求和，

也就是说可以对每个局部能量分别使用投影牛顿然后把这些半正定矩阵加权求

和作为求解器，但如果用数值方法的话每次迭代用时还是会很长。因此若能知道

目标函数 Hessian 阵的解析表达式则可大大降低单次迭代用时。Smith 等人在[42]

中指出，由于一般各向同性的几何能量在局部都可以表示成形变梯度的伸缩张量

不变量的函数，而这些不变量也是位置坐标的函数。因此只要研究清楚这些不变

量的 Hessian 阵的特征值分解，那么每个局部能量的特征值分解也就清楚了。更

具体地，网格中三角形𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) ∈ 𝐹的形变梯度的极分解为： 

𝐽𝑓 = 𝑈𝑓 diag(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓
𝑇 = (𝑈𝑓𝑉𝑓

𝑇)(𝑉𝑓 diag(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓) 𝑉𝑓
𝑇) = 𝑅𝑓𝑆𝑓 , 

其中𝑆𝑓称为伸缩张量，其不变量分别为： 

𝐼𝑓 = tr(𝑆𝑓) = 𝜎1,𝑓 + 𝜎2,𝑓 , 𝐼𝐼𝑓 = det(𝑆𝑓) = 𝜎1,𝑓𝜎2,𝑓 . 

三角形𝑓的局部对称狄利克雷扭曲可以写成： 

𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓) =
1

2
(𝜎1,𝑓

2 + 𝜎2,𝑓
2 +

1

𝜎1,𝑓
2 +

1

𝜎2,𝑓
2 ) =

1

2
(𝐼𝑓
2 − 2𝐼𝐼𝑓) (1 +

1

𝐼𝐼𝑓
2), 

我们可以直接写出其关于形变梯度的 Hessian 阵的特征值分解[42]： 

∆𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓) = 𝜆1,𝑓𝒅1,𝑓𝒅1,𝑓
𝑇 + 𝜆2𝒅2𝒅2

𝑇 + 𝜆3𝒍𝒍
𝑇 + 𝜆4𝒕𝒕

𝑇 , 

其中 

𝜆1,𝑓 = 1 +
3

𝜎1,𝑓
4 , 𝒅1,𝑓 = vec (𝑈𝑓 (

1 0
0 0

)𝑉𝑓
𝑇), 

𝜆2,𝑓 = 1 +
3

𝜎2,𝑓
4 , 𝒅2,𝑓 = vec (𝑈𝑓 (

0 0
0 1

)𝑉𝑓
𝑇), 
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𝜆3,𝑓 = 1 +
1

𝐼𝐼𝑓
2 +

𝐼𝑓
2 − 2𝐼𝐼𝑓

𝐼𝐼𝑓
3 , 𝒍𝑓 = vec (

1

√2
𝑈𝑓 (

0 1
1 0

)𝑉𝑓
𝑇), 

𝜆4,𝑓 = 1 +
1

𝐼𝐼𝑓
2 −

𝐼𝑓
2 − 2𝐼𝐼𝑓

𝐼𝐼𝑓
3 , 𝒕𝑓 = vec (

1

√2
𝑈𝑓 (

0 1
−1 0

)𝑉𝑓
𝑇), 

其中 vec 是任意一种将2 × 2矩阵展开成 4 维向量的方式，只要这些特征向量的

展开方式跟形变梯度各分量的展开方式一致就行。注意到，前三个特征值永远是

正的，只有第四个特征值可能为负。因此 Hessian 阵的半正定部分为 

(∆𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓))
+

= 𝜆1,𝑓𝒅1,𝑓𝒅1,𝑓
𝑇 + 𝜆2𝒅2𝒅2

𝑇 + 𝜆3𝒍𝒍
𝑇 +max(𝜆4, 0) 𝒕𝒕

𝑇 . 

再令 

𝐻𝐴𝑃𝑁 =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|

𝑓∈𝐹

(∆𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝐽𝑓))
+

, 

我们就得到了解析投影牛顿求解器(Analytic Projected Newton, APN)。类似地，其

他很多几何能量的局部 Hessian 阵也可以用这种方式解析地进行特征值展开，然

后取其半正定部分加权求和作为求解器。注意到，这种方法依赖的是伸缩张量的

不变量，因此很容易推广到高维。 

三、 直线搜索[43] 

 通过以上任意一种求解器，我们可以得到一个下降方向，那么下一步就是在

这个下降方向上找到一个合适的步长。更具体地，我们要求解以下问题： 

𝛼∗ = argmin
𝛼

𝐸(𝒙 + 𝛼𝒅),  

 s. t. det (𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 + 𝛼(𝒅𝑓1 − 𝒅𝑓0), 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0 + 𝛼(𝒅𝑓2 − 𝒅𝑓0)) > 0. 

其中约束条件是为了保证进行这一步迭代之后没有三角形翻转，它是步长𝛼的二

次不等式组。由于初始化是无翻转的，因此我们可以假设每一次迭代前是无翻转

的。所有无翻转步长构成ℝ中的一个开集，因此可以写成若干开区间的无交并。

我们关心的是 0 所在的开区间的上界，它称为网格𝑀在𝒙位置沿𝒅方向的整体最

大步长。这个整体的最大步长可以通过计算各个三角形最大步长的最小值来得到，



中国科学技术大学本科毕业论文 

39 

 

而每个三角形的最大步长则是该三角形退化条件方程的最小正根，即 

det (𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 + 𝛼(𝒅𝑓1 − 𝒅𝑓0), 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0 + 𝛼(𝒅𝑓2 − 𝒅𝑓0)) = 0 

的最小正根𝛼𝑓[43]。于是整体最大步长𝛼𝑚𝑎𝑥 = min{𝛼𝑓|𝑓 ∈ 𝐹}。只要实际步长在

这个最大步长内，则必不会有三角形翻转。具体取什么步长，则需要用直线搜索。

我们并不需要精确得到能量下降最多的步长，因为这需要反复计算能量，比较费

时间；我们只需要得到一个能使扭曲能量下降足够多的步长就够了。由于已经有

了最大步长，我们使用 Armijo 准则的回溯直线搜索[43]，即每次将步长乘上一个

小于 1 的系数直到找到合适的步长，并用 Wolfe 条件作为终止条件。这样，我们

可以避免反复计算能量，并在数次迭代之内很快地找到一个合适步长。然后，我

们便可以通过𝒙 ← 𝒙 + 𝛼𝒅来更新网格的参数坐标。 

四、 终止条件 

 通过前面提到的求解器计算一个下降方向，再在下降方向上找到一个合适的

步长并更新各顶点参数坐标，便是一个完整的迭代过程。然而，决定这个迭代过

程何时终止并不是一件容易的事情。我们不希望迭代次数太多，但也不希望迭代

在还没收敛的时候就停止了。我们希望对于不同能量函数以及不同规模的网格能

有一个统一的迭代终止条件，这样我们便不需要为不同的情况专门调整参数。一

般基于迭代的优化算法往往使用以下几种终止条件： 

1) 基于目标函数梯度：‖∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙)‖ < 𝜖； 

2) 基于迭代点的变化：‖∆𝒙‖ < 𝜖 或 ‖∆𝒙‖ ‖𝒙‖⁄ < 𝜖； 

3) 基于目标函数的变化：|∆𝐸| < 𝜖 或 |∆𝐸| |𝐸|⁄ < 𝜖。 

由于我们的几何能量是恒正的且有下界，因此我们选择在能量相对降低足够小的

时候终止。这个终止条件对于不同的能量函数，不同规模的网格是相对公平的。

Zhu 等人在[51]中对几何优化方法的终止条件进行了更细致的研究。 

 最后，我们将上述所有过程拼在一起，整理成一个完整的迭代算法： 
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算法 1. 平面参数化几何优化迭代算法[41] 

1 𝒙 = Tutte( ) 

2 while ∆𝐸 𝐸⁄ > 𝜖 

3     𝒅 = −𝐻−1∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙) 

4     𝛼𝑚𝑎𝑥 = max_step(𝒙, 𝒅) 

5     𝛼 = backtracking_line_search(𝒙, 𝒅, 𝛼𝑚𝑎𝑥) 

6     𝒙 ← 𝒙 + 𝛼𝒅 

7 end 

 

这个框架适合各种几何能量和各种求解器，其中𝐻取决于求解器的选择。 

 

第三节 加速方法简介 

 上一节介绍了各种迭代求解器，并在最后给出了一个统一的几何优化迭代框

架。这一节我们简单介绍一些特殊的加速方法，包括更改参考三角形，更改搜索

方向，Nesterov 加速和 Anderson 加速。其中前两种属于几何加速方法，利用了

参数化问题的几何特性；后两种属于更为一般的加速方法，适用于一般的非线性

优化问题。 

一、 更改参考三角形[23] 

形状较为复杂的网格的初始化往往会含有局部扭曲特别大的三角形，这些三

角形往往会导致计算出来的下降方向上最大步长特别小，使得迭代无法顺利进行。

Liu 等人发现[23]，若各三角形的局部扭曲都在一定的范围内，那迭代就可以顺

利进行。于是，他们提出，可以插值一些中间三角形来代替源三角形作为参考三

角形，使得那些以源三角形为参考时扭曲较大的三角形在改变参考之后扭曲较小，

图 2.6 平面参数化几何优化流程[43] 
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这样从像三角形到新的参考三角形的扭曲能量优化会变得容易。然后让这些参考

三角形在迭代的过程中逐渐收敛到源三角形，就可以使得最终仍然以源三角形为

参考并成功优化扭曲能量。换句话说，这种方法给扭曲较大的三角形指了一条路，

使得原本无法一步到位的三角形可以按着这条路一步一步降低自己的扭曲，不至

于一开始由于方向不合适而卡住。一些具体的细节可以参考[23]。 

二、 更改搜索方向[51] 

对于最大步长太小的搜索方向，Zhu 等人在[51]中提出了另外一种解决方法，

就是找一个离已计算的下降方向最近且最大步长尽量大的搜索方向。他们将其表

述为一个新的优化问题，并用衰减投影 Jacobi 法(damped projected Jacobi)在固定

迭代次数内得到一个近似解，作为调整过的搜索方向。他们将这一策略称为矫正

直线搜索(Curing Line Search)[51]。 

三、 Nesterov 加速[25][21] 

从物理的角度来看，一个优化问题的目标函数可以看成势能，从而其解便是

最低能量所对应的稳态。于是，一个迭代过程的本质便是解空间中的一个点在势

能产生的力的作用下运动。假设阻力足够大，那么这个点每次只能朝着力的方向

（也就是目标函数的负梯度方向）移动一小步，这就是梯度下降法。假设解空间

的度量不再是欧氏度量而是某种特殊的黎曼度量，那么力的方向便是黎曼流形上

目标函数的负梯度，这就是预处理器法。那么，若减小阻力，使得点的速度得以

图 2.7 逐渐收敛到原网格的参考三角形[23] 
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累积，那它的运动就会变得更加顺畅，这便是 Nesterov 加速[25]的核心思想。这

个加速方法引入一个动量项用以累积目标函数的梯度，然后由动量来决定点的移

动方向。Kovalsky 等人[21]正是利用了这种方法对 Sobolev 梯度下降法进行了加

速，得到了他们的 AQP(Accelerated Quadratic Proxy)方法。 

四、 Anderson 加速[2][28] 

Anderson 在[2]中将迭代过程看成一个对迭代点不停调用的函数，即 

𝒙(𝑛+1) = 𝑓(𝒙(𝑛)), 𝑛 = 1, 2,⋯. 

于是，这个迭代过程最终将收敛于这个函数的不动点。因此，可以通过迭代过程

中的几个连续的迭代点来估计这个不动点作为下一个迭代点，这样往往比直接调

用函数进行迭代更有效。由于这种方法是在迭代过程中采样这个函数的信息，因

此在迭代刚开始进行时不稳定（因为刚开始的几个迭代点相差太多导致无法对这

个函数进行很好的估计），而在迭代点接近收敛时效果较好。Peng 等人[28]将

Anderson 加速加以修改引入几何优化，并用实验[28]说明这种加速方法能有效加

快 SLIM 预处理器的收敛。 

  

图 2.8 带 Anderson 加速的 SLIM 方法[28] 
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第三章 低扭曲无翻转球面参数化 

第一节 球面参数化简介 

 实际应用中许多网格来自物体表面的 3D 扫描，因此是封闭的。相比于切开

再展开到平面，很多应用中这些网格更适合直接在球面上展开。然而，由于球面

约束，计算球面参数化映射比平面参数化要复杂不少。上一章讲述了平面参数化

几何优化方法的完整过程，然而将这些方法推广到球面并不是一件平凡的事。首

先，一个从闭网格到球面的无翻转映射并不容易获得。提到曲面到球面的映射，

最容易想到的肯定是高斯映射，即把每一点映到该点处的法向量，然而对于一般

网格这显然不是双射。另外一种容易想到的便是把网格做某个平移然而把每个点

进行单位化，而这种方法只有在网格包裹的空间是星形区域时才是双射。鉴于平

面中的双射参数化可以很容易通过线性方法获得，一种自然的想法便是先将原网

格映到平面，然后再通过某种平面到球面的映射映回球面。这便是基于球极投影

的球面参数化。 

一、 基于球极投影的球面参数化 

由于光滑情形下的球极投影是双射，并且还有保角性质，因此很容易想到用

这个映射将平面参数化坐标转移到球面。Haker 等人在[17]提出可以在原网格上

挖出一个三角形，将剩余部分用类似 Tutte 的方法展开到平面，然后将平面参数

坐标通过球极投影投回球面，以此得到球面映射。Isenberg 等人在[20]中将原网

格分割成两块，分别用 Tutte 方法参数化到单位圆盘中，然后用球极投影分别将

这两个圆盘投到单位球面的上半球与下半球上。然而，Sheffer 等人在[39]中指出，

这些方法并不能保证得到无翻转的球面参数化，因为离散情形下的球极投影是可

能引入翻转的。他们用了下面的图举例说明： 
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图中，平面上 A, B 两点经过球极投影在球面上的像之间的测地线是球面大圆

弧，这个大圆弧再经过球极投影映回平面时是一个经过 A, B 的圆弧。考虑一个

平面中夹在连接 A, B 的直线与上述圆弧之间的点 C，这个点在穿过上述圆弧时，

平面三角形 ABC 是不翻转的，而相应的球面三角形会翻转。特别地，当 C 正好

在上述圆弧上时，平面三角形非退化，但相应的球面三角形退化成了一段大圆弧。

这个例子很好地说明了离散情形下的球极投影是可能引入翻转的。 

之所以会发生这种现象，是因为球极投影无法在平面与球面的测地线间构成

对应：若上述 A, B 两点在球面上的像点之间的测地线再映回平面正好是 A, B 之

间的直线，也就不会出现上述翻转现象了。因此，用球极投影来将平面参数化坐

标转移到球面是不合适的。球极投影在光滑情形下是双射且有很好的性质，但在

离散情形下却会引入翻转。这是因为在光滑情形下的映射是点到点的映射，而在

离散情形下的映射是三角形到三角形的映射，因此我们除了点之间的对应外还要

考虑边之间的对应。由于我们所指的三角形都是测地线三角形，即平面上的直线

段三角形和球面上的大圆弧三角形，因此我们需要一种可以在平面直线与球面大

圆弧间构成对应的映射来将平面中的参数化坐标转移到球面。 

二、 基于球心投影的球面参数化 

球面大圆弧的一种很有用的刻画，就是空间中过原点的平面与球面的交线。

球面两点间的测地线便是这两点与原点形成的平面与球面的交线。于是，对于一

个不包含原点的空间三角形，它生成的椎体跟球面的交集便是一个球面三角形。

图 3.1 离散球极投影不再具有双射性[39] 
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这个过程相当于把这个空间三角形上的每个点进行单位化，因此称为球心投影。

由上述陈述容易看出，假设我们有一个包含原点的凸多面体，它的面由三角形组

成，那么将它的面通过球心投影映到球面，便能得到一个其表面到球面的无翻转

映射。于是，找一个从任意闭网格到球面的无翻转映射的问题变成了先找一个从

该网格到某个凸多面体表面的无翻转映射，再将这个凸多面体表面球心投影到球

面就行了。而这个从闭网格到凸多面体表面的无翻转映射是很容易获得的：我们

可以将闭网格分割成 4 块，使得每块与其他 3 块都相连且块与块之间有且仅有一

条连续边界。我们可用分层聚类法(hierarchical clustering)[34][36][37]或者利用网

格上的 Voronoi 图[7]来实现这种分割。另外，我们还要求没有三角形的三个顶点

在同一条边界上，这可以通过将边界用最短路径拉直来满足[34]。然后，我们用

Tutte 方法[46]将每块中的顶点映到四面体的某个面上，之后再用球极投影将这四

个面映到球面，我们就能得到一个无翻转的球面参数化。这样得到的参数化容易

计算且其双射性有理论保证，但其缺点是得到的球面映射扭曲极大，而且对于大

规模的网格，由于分出来的每个块的顶点数过多，在用 Tutte 方法时容易出现由

数值精度导致的翻转。 

三、 基于共形几何的球面参数化 

由于光滑曲面理论已经很完善了，一些早期的球面参数化工作[14][15][16]从

共形几何理论出发，将计算球面共形参数化的问题转化为一个微分方程，然后以

高斯映射为初始化用 Gauss-Seidel 迭代法来求解。然而，离散情形下的映射双射

性与连续情形的截然不同。因此即使上述微分方程的解在连续情形中是一个双射

图 3.2 凸多面体的球心投影[31] 
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的共形参数化映射，在离散情形中也可能会出现翻转。另外，后来[33]也证明了

这个迭代过程在接近一个双射的解时会变得不稳定，然后收敛到一个退化解。 

四、 Colin de Verdiere 方程 

平面 Tutte 参数化能保证双射的一个重要原因是每个顶点的参数坐标都能表

示成周围顶点参数坐标的凸组合。随着对球面参数化的深入研究，一些与平面类

似的结果也得以被证明。Gotsman 等人在[12]中引入图论中的 Colin de Verdiere 理

论，证明了一个离散的球面参数化是无翻转的当且仅当每个顶点都能表示成周围

顶点参数化的凸组合的球心投影，如图： 

他们还给出了一个通用的球面参数化方程组[12]： 

∑ 𝜔𝑖𝑗𝒙𝑗
(𝑖,𝑗)∈𝐸

= 𝛼𝑖𝒙𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝑉 

‖𝒙𝑖‖ = 1, ∀𝑖 ∈ 𝑉 

这个方程组类似于平面参数化的 Tutte 方程组，是对离散的球面参数化最本质的

刻画，称为 Colin de Verdiere 方程组。然而，由于这是一个非线性方程组，因此

直接求解极为困难。他们试着用一些数值工具来求解这些方程，但即使对于较小

规模的网格都需要很长时间。之后，Saba 等人在[33]中试着提出一种更高效的解

法，但他们并不能理论保证得到无翻转的参数化结果。Colin de Verdiere 方程组

虽然是球面参数化最本质的方程，但至今还没有高效且鲁棒的求解器。 

图 3.3 顶点𝑣是周围顶点𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷的凸组合的球心投影[12] 
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五、 基于多分辨率的球面参数化 

既然直接利用原网格的几何信息很难设计出理论保证无翻转的球面参数化，

那么不妨从拓扑的角度出发。从拓扑上来说，若网格的一个球面映射满足每个顶

点的像都在其邻域顶点的像所围成的球面区域内部，那么这个映射便是无翻转的。

因此，只要找到一种原网格顶点的填充顺序，按照这个顺序填充到球面上，便能

得到一个无翻转的球面映射，这个技术称为多分辨率技术。于是，Shapiro 和 Tal

在[38]中首次运用了这个技术并给出了理论证明。他们的方法分为网格简化与网

格加密两个阶段。在网格简化阶段，他们每次在原网格上挖掉一个顶点，记录这

个顶点的信息，将其邻域重新三角化，然后重复这些步骤直至原网格简化为一个

四面体。在网格加密阶段，他们按照挖去顶点的逆序将顶点一个一个填到球面上

去，直至所有顶点都被还原。Praun 和 Hoppe 在[31]中也用了这个技术，并在网

格加密的过程中试着去优化扭曲能量。后来，[47][19]也进一步延续了这种技术

的研究。这种技术的优点在于理论上能保证无翻转且实际应用中对数值精度的忍

受程度比球心投影法要好，但其缺点在于耗时较长，不适合规模特别大的网格。 

六、 球面参数化的几何优化 

平面参数化问题的几何优化方法已被广泛研究，然而球面参数化问题几何优

化方法的相关文献却很少。这里我们知道的只有[49]，[48]和[19]。其中[49]将平

面的 ARAP 扭曲能量推广到球面并进行优化。然而与平面 ARAP 方法的缺点一

样，球面 ARAP 能量完全无法抑制球面三角形的翻转。[48]将平面的 AMIPS 能

量推广到球面，并假设已有一个无翻转的球面映射作为初始化，在这个基础之上

图 3.4 多分辨率技术流程[19] 
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来优化球面 AMIPS 能量。他们使用的优化策略是块坐标下降法(block coordinate 

descent)，是单点松弛法的推广，使用的求解器是普通的梯度下降法，因为当时还

没有很好的几何优化求解器。他们的方法虽然能保证迭代过程中无翻转，但容易

卡在扭曲较高的地方，这是因为他们的能量是用分片线性映射定义的，因此处理

的仍然是平面三角形而不是球面三角形；而球面三角形与相应的平面三角形的退

化行为并不一致，因此这样定义的能量无法对接近翻转的球面三角形起到很好的

抑制作用。另外，他们对球面约束只做了简单的处理，在直线搜索过程中也没有

计算最大步长，而是先设定一个足够大的步长然后用一个给定的比例系数不断缩

减步长直到得到一个无球面三角形翻转且扭曲能量充分下降的步长。[19]使用的

是多分辨率法，在将顶点逐个填充到球面上的时候优化一个扭曲能量。他们的几

何优化是逐点的，而非对整个网格进行优化，因此耗时也较长。由此可见，至今

还没有充分利用平面中常用几何优化方法的球面参数化算法。本文的主要贡献正

是这一工作。 
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第二节 球面三角网格 

一、 球面三角形的无翻转条件 

既然球面三角形是指球面上的测地线三角形，那么一个球面三角形在翻转的

时候必然会经过退化阶段，即球面三角形退化成一条球面大圆弧的时候。显然原

本的平面三角形的退化判别条件不再适用，因为这时候三个球面顶点共处一条大

圆弧，因此相应的平面三角形大部分时候是非退化的，除非刚好有两个或以上的

顶点重合。根据上一节提到的球面大圆弧的刻画，若三个球面顶点共处一个球面

大圆弧，那这三个顶点必然与原点共面。反之，若球面上的三个点不与原点共面，

那么这三个点必不可能共球面大圆弧，从而相应的球面三角形也是非退化的。于

是，我们可以用由三个球面顶点与原点组成的四面体的有向体积来判断一个球面

三角形是否翻转或者退化：设网格𝑀中三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹各顶点的球面参

数坐标分别为𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2 ∈ 𝑆
2，则这个三角形在球面上不翻转当且仅当 

det(𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2) > 0. 

与平面情形相比，我们发现，球面三角形的本质不再是三角形，而是三个球面顶

点与原点形成的椎体。球面三角形的本质是三维的而不是二维的，因此在定义相

关参数化问题时应该更多地从三维角度进行考虑，而不是简单当作三角网格间的

分片线性映射。 

二、 严格的球面参数化映射 

为了更好地定义球面参数化问题，我们首先要弄清楚网格到球面映射的本质。

很多球面参数化方法的结果并不是一个严格的球面映射，而是一个从网格到球内

接凸多面体的分片线性映射——他们仍然将边映到直线边，将三角形映到平面三

角形，只不过这些边与三角形的顶点限制在球面上而已。然而，对于一个严格的

球面映射，不仅网格的顶点要映到球面上，网格中的边要映到球面上的大圆弧，

网格中的三角形也要映到球面三角形。给定三角形三个顶点在球面上的像点，可
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以唯一确定一个球面大圆弧三角形，但从原网格的三角形内部到这个球面三角形

内部的映射并不是唯一的。任意一种从平面三角形到相应的球面三角形的映射都

称为球面三角形映射(spherical triangle map)。Praun 和 Hoppe 在[31]中充分地研究

了这类映射，列举出了 8 种球面三角形映射并分析了各种映射的性质： 

其中最简单的一种称为球心映射(gnomonic map)，其本质就是平面三角形之间的

线性映射复合上球心投影：给定网格𝑀中的一个三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，其源

三角形三个顶点的位置分别为𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2 ∈ ℝ
2，这三个顶点在球面上的像点分别

为𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2 ∈ 𝑆
2，于是这个三角形内部各点到相应的球面三角形内部的点球心

映射为： 

𝜆0𝒖𝑓0 + 𝜆1𝒖𝑓1 + 𝜆2𝒖𝑓2 ↦
𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2
‖𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2‖

, 

其中𝜆0, 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0, 𝜆0 + 𝜆1 + 𝜆2 = 1是三角形内的重心坐标。这个映射的优势在于

它很简单，它的逆映射可以显式表达，且它在三角形内部也满足测地线间的对应。

其他有一些球面三角映射有的在边界光滑性上比球心映射要好，但这些映射一般

图 3.5 各种球面三角形映射扭曲对比[31] 

图 3.6 各种球面三角形映射性质对比[31] 
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都较为复杂，且无法保证三角形内测地线间的对应。因此，我们就选用球心映射

作为我们的球面三角映射。于是，给定网格中各个顶点在球面上的参数位置，我

们把相应的球面参数化定义为将顶点映到相应的球面参数坐标，将网格中的三角

形通过球心映射映到相应的球面三角形的分片球心映射(piecewise gnomonic 

map)。只有这样定义才能严格地给出一个真正意义上的球面映射。根据这个定义，

只要知道各个顶点的球面参数坐标，就能唯一确定一个球面参数化映射。 

三、 球面参数化映射的扭曲能量 

有了严格的球面参数化映射，我们现在来定义这个映射的扭曲能量。虽然我

们可以直接模仿平面参数化扭曲能量的定义方式将其定义成三角网格间分片线

性映射的相应扭曲能量，但我们发现这样定义的扭曲能量是难以优化的，这是因

为在球面三角形接近退化时，相应的平面三角形并不会退化；而球面三角形翻转

时相应的平面三角形也不会翻转。因此这样定义的能量对接近退化的球面三角形

无法起到很好的抑制作用。 

一种可以考虑的替代方案是用平面能量的连续形式：以对称狄利克雷能量为

例，其平面离散形式为 

𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑

1

2
|𝑓| (‖𝐽𝑓‖𝐹

2
+ ‖𝐽𝑓

−1‖
𝐹

2
)

𝑓∈𝐹

. 

相应的连续形式应该在局部写为积分： 

𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑∫

1

2
(‖𝐽𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)‖𝐹

2
+ ‖𝐽𝑓

−1(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)‖𝐹
2
) 𝑑|𝑓|

𝑓𝑓∈𝐹

, 

图 3.7 球面三角形的退化 
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其中(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)是三角形𝑓中的点的重心坐标。这两种形式是相容的，因为平面中

的参数化映射是分片线性映射，每个三角形上的形变梯度恒为常量，因此相应的

积分形式积出来就等于离散求和的形式。然而如前面所说，球面参数化映射不再

是分片线性映射，而是分片球心映射，因此不应该再使用第一种离散求和的形式，

而应该使用第二种分片积分求和的形式。在这个形式中形变梯度在三角形内并不

是常量，于是局部扭曲函数不能直接对三角形定义而需要在三角形内的每个点处

定义然后对三角形积分。这种定义方式严格地反映了球面参数化的信息，并且具

有普适性。可以对所有几何能量都做类似的处理。然而，这个定义中的积分对于

大部分能量是无法显式地积出来的，在实际算法中只能用数值方法精确计算。这

是非常耗时间的，尤其是在几何优化中，除了计算能量本身还要计算梯度，

Hessian 阵等，精确计算需要的时间不可想象。 

 我们可以试着去估算这个积分能量。给定网格𝑀各顶点的球面参数坐标𝒙 =

{𝒙𝑣 ∈ 𝑆
2 ⊆ ℝ3}𝑣∈𝑉，对于三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，相应的源三角形到球面三角

形的球心映射为： 

𝜆0𝒖𝑓0 + 𝜆1𝒖𝑓1 + 𝜆2𝒖𝑓2 ↦
𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2
‖𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2‖

, 

其中𝜆0, 𝜆1, 𝜆2 ≥ 0, 𝜆0 + 𝜆1 + 𝜆2 = 1是三角形内的重心坐标。我们记 

𝒑(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) = 𝜆0𝒙𝑓0 + 𝜆1𝒙𝑓1 + 𝜆2𝒙𝑓2 , 

于是球心映射在(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)处的形变梯度为 

𝐽𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) =
1

‖𝒑‖
(𝐼 −

𝒑𝒑𝑇

‖𝒑‖2
)(𝒙𝑓1 − 𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓2 − 𝒙𝑓0)(𝒖𝑓1 −𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓2 − 𝒖𝑓0)

−1
, 

此时的形变梯度不再是2 × 2的矩阵，而是3 × 2的矩阵，因此它的逆不是良定的。

尽管如此，我们可以用它的伸缩张量来代替： 

𝑆𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) = (𝐽𝑓
𝑇(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)𝐽𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2))

1 2⁄

. 

于是三角形𝑓处的局部积分能量可以改写为 
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∫
1

2
‖𝑆𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2)‖𝐹

2
(1 +

1

det (𝑆𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2))
2)𝑑|𝑓|

𝑓

. 

计算伸缩张量的行列式，我们发现： 

det 𝑆𝑓(𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) =
det(𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2)

‖𝒑‖3 det(𝒖𝑓1 − 𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓2 − 𝒖𝑓0)
, 

这正好解释了积分形式的扭曲能量可以有效抑制球面三角形翻转的根本原因：积

分能量中含有伸缩张量的倒数项，而伸缩张量的行列式正比于球面三角形三个顶

点与原点形成的四面体体积。因此当球面三角形接近退化时，这个体积趋于 0，

从而积分能量趋于正无穷。于是只要能量中含有这个四面体体积的倒数项，都能

有效抑制球面三角形翻转。 

 既然积分形式的扭曲能量计算起来较为复杂，那么我们不妨从令一个角度出

发。注意到，球面三角形的退化条件是用四面体体积表述的，因此我们不妨从四

面体的角度入手。对于原网格中的三角形，我们不再把它摊平到平面，而是将它

对应到一个由球面上三个顶点与原点形成的四面体[49]，使得球面三个点组成的

三角形面与网格中的这个三角形全等，且定向也一致。我们把这样一个四面体称

为源四面体(source tetrahedron)。对于一个三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，记其源四面

体中的三个球面顶点分别为𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2，则它到像四面体的形变梯度为 

𝐽𝑓,𝑡𝑒𝑡 = (𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2)(𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1

, 

这是一个3 × 3的矩阵。于是我们可以将球面参数化的对称狄利克雷能量定义为 

图 3.8 三角形对应到源四面体[49] 
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𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝑀, 𝒙) =

1

𝐴(𝑀)
∑

1

2
|𝑓| (‖𝐽𝑓,𝑡𝑒𝑡‖𝐹

2
+ ‖𝐽𝑓,𝑡𝑒𝑡

−1 ‖
𝐹

2
)

𝑓∈𝐹

. 

这个能量能有效抑制球面三角形的翻转，因为它含有形变梯度行列式的倒数项，

而形变梯度的行列式正比于球面参数坐标与原点形成的四面体体积。用同样的方

式，我们也可以将其他几何扭曲能量中的三角形形变梯度换成相应的四面体形变

梯度来得到相应的球面参数化扭曲能量。这种定义方式的优点在于其形式比前面

提到的积分形式要简单得多，从而计算其梯度和 Hessian 阵会变得容易，相应的

平面优化方法也得以容易地应用于球面参数化。另外，这种通过四面体的定义方

式对前面提到的球面三角形是很好的近似，因为它们的退化行为是一致的，且当

网格较大的时候每个三角形都很小，从而球面三角形与原点形成的椎体可以近似

为相应的四面体。 

四、 球面参数化几何优化问题的表述 

最后，我们将低扭曲球面参数化问题表述为一个在球面约束和无球面三角形

翻转约束下对球面扭曲能量优化的问题： 

𝒙∗ = argmin
𝒙

𝐸𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑀, 𝒙), 

s. t. ‖𝒙𝑣‖ = 1, ∀𝑣 ∈ 𝑉, 

det(𝒙𝑓0 , 𝒙𝑓1 , 𝒙𝑓2) > 0, ∀𝑓 ∈ 𝐹, 

其中 

𝐸𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝑀, 𝒙) =
1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐷𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝐽𝑓,𝑡𝑒𝑡)

𝑓∈𝐹

. 

注意到，由于球面无边，因此满足局部无球面三角形翻转的球面参数化映射就是

双射，所以无需再添加整体双射性条件。上述问题是一个在流形约束与非线性开

集约束下的非凸优化问题，因此在用平面参数化的优化方法之外还需对这个球面

约束进行良好的处理，才能保证扭曲能量顺利降低。下一节我们将详细讲述各种

平面几何优化求解器在这个球面参数化问题上的应用以及如何处理球面约束。 
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第三节 球面参数化的几何优化 

在这一节中，我们要将无翻转平面参数化的几何优化流程推广到球面参数化。

首先，让我们来回顾一下平面参数化的几何优化流程[43]：我们通过 Tutte 方法

获得一个无翻转的平面参数化映射作为初始化，然后用一个迭代过程来降低扭曲

能量直至收敛。在每个迭代过程中，我们先计算扭曲能量的梯度，然后通过一个

半正定的求解器得到扭曲能量的一个下降方向，然后再在这个下降方向上计算能

保证不出现三角形翻转的最大步长，然后从最大步长出发在这个下降方向上做回

溯直线搜索直至找到一个合适的下降步长，最后更新各顶点的参数化坐标。我们

现在分别将每个步骤推广到球面参数化。 

一、 球面初始化 

 首先，我们需要一个无翻转的球面参数化作为初始化。在第一节中我们介绍

了两种可以保证得到无翻转球面参数化的方法：球心投影法和多分辨率法。其中

球心投影法有效地将平面参数化中的Tutte方法[46]产生的参数坐标转移到球面，

因此非常快，但其缺点在于容易出现数值精度导致的翻转。多分辨率法通过拓扑

的手段将顶点按照一定的顺序插入球面，因此对数值精度的忍耐较好，但其缺点

在于耗时较长。不管选用哪种方法，只要能得到一个无翻转的球面参数化映射，

就能作为初始化，然后用几何优化方法来降低扭曲能量。 

二、 优化求解器 

 在第二章中，我们介绍了平面几何优化的各种求解器，主要分为预处理器和

二阶求解器两类。其中 CM 求解器利用了二维奇异值分解的特殊形式从而无法

推广到球面，而其他的求解器都有三维形式从而可以在球面参数化问题中使用。

在这里，我们介绍这些求解器的球面形式。 

1. Sobolev 预处理器[21] 

Sobolev 预处理器直接用网格的拉普拉斯矩阵作为处理器，不依赖于目标能
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量，也不依赖于具体的参数坐标，甚至不依赖于问题的维数。因此，这个预处理

器可以不加修改地应用于球面参数化的扭曲能量优化。它的优点在于可以提前预

分解，所以单次迭代用时很少，但缺点是收敛速度较慢。 

2. SLIM 预处理器[32] 

SLIM 预处理器在形式上也很容易推广到球面。其基本思想是在 Sobolev 预处

理器的基础之上对不同的目标能量做一定的修正，其具体做法是通过一类加了权

的二次函数来局部近似目标能量。我们用球面狄利克雷能量举例来演示这个过程： 

对于网格𝑀中的三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，其加权近似为 

𝑃𝑊
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝐽𝑓) = ‖𝑊𝑓(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓)‖𝐹

2
, s. t. ∇𝐽𝑓𝑃𝑊

𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝐽𝑓) = ∇𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓), 

这里我们默认𝐽𝑓是四面体间的形变梯度。计算这个近似函数的梯度，我们得到： 

. ∇𝐽𝑓𝑃𝑊
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝐽𝑓) = 2𝑊𝑓

𝑇𝑊𝑓(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓) = ∇𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓), 

⇒ 𝑊𝑓 = (
1

2
∇𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟

𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓)(𝐽𝑓 − 𝑅𝑓)
−1
)
1 2⁄

. 

将其中的每一项写成奇异值分解的形式，有： 

𝐽𝑓 = 𝑈𝑓 diag(𝜎1,𝑓 , 𝜎2,𝑓, 𝜎3,𝑓) 𝑉𝑓
𝑇 , 𝑅𝑓 = 𝑈𝑓𝑉𝑓

𝑇 , 

∇𝐽𝑓𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓) = 𝑈𝑓 diag (2𝜎1,𝑓 −

2

𝜎1,𝑓
3 , 2𝜎2,𝑓 −

2

𝜎2,𝑓
3 , 2𝜎3,𝑓 −

2

𝜎3,𝑓
3 ) 𝑉𝑓

𝑇 , 

⇒𝑊𝑓 = 𝑈𝑓 diag(√
(𝜎1,𝑓 + 1)(𝜎1,𝑓

2 + 1)

𝜎1,𝑓
3 , √

(𝜎2,𝑓 + 1)(𝜎2,𝑓
2 + 1)

𝜎2,𝑓
3 , √

(𝜎3,𝑓 + 1)(𝜎3,𝑓
2 + 1)

𝜎3,𝑓
3 ) 𝑈𝑓

𝑇. 

因此，球面的 SLIM 局部预处理器𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒为 

𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 = 𝑊𝑓

𝑇𝑊𝑓⨂(𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)
−1
(𝒖𝑓0 , 𝒖𝑓1 , 𝒖𝑓2)

−1𝑇

. 

将局部预处理器用三角形面积加权，便得到整体的 SLIM 预处理器： 

𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 =

1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐻𝑆𝐿𝐼𝑀,𝑓

𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒

𝑓∈𝐹

. 

这个预处理器的球面形式之所以较为简单是因为我们用四面体来定义对称狄利
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克雷能量，从而它可以写为形变梯度三个奇异值的函数，而且是可分的： 

𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓) =

1

2
∑(𝜎𝑘,𝑓

2 +
1

𝜎𝑘,𝑓
2 )

3

𝑘=1

. 

对于其他几何能量，他们的四面体形式的 SLIM 预处理器也可以类似地计算。值

得注意的是，若用积分形式来定义扭曲能量，那局部的能量就没有这种简洁的形

式，从而需要用梯度相等条件来计算每个点的加权矩阵。但即使计算出了加权矩

阵，此时形变梯度在三角形内不是常量，于是需要在三角形内对每个点计算出的

局部预处理器进行积分，这部分计算量是不可想象的。 

3. AKVF 预处理器[5] 

AKVF 预处理器的本质是将解空间中相差刚性变换的参数化映射视为平等，

并在由这些等价类形成的流形上定义黎曼度量。为了方便计算，这个黎曼度量会

写成原解空间中半正定矩阵的形式作为预处理器。对于球面参数化，由于每个顶

点的参数坐标写成三维形式但限制在球面上运动，其解空间是3|𝑉|维欧氏空间中

的2|𝑉|维流形。球面上的刚性变换有三个维度——北极点的位置占两个维度，绕

北极点的旋转占一个维度。模掉这三个维度之后，实际的解空间还是一个2|𝑉| −

3维的流形，这与平面参数化映射的实际解空间维数是一致的。由于该流形上的

黎曼度量不方便定义，我们仍然选择在原欧氏空间中定义一个伪黎曼度量使得每

点处的 Killing 向量就是所有与流形在该点处切空间垂直的向量。这些向量的本

质就是在当前状态下保持球面参数化映射对称性的向量场，它们均形如 

𝒅𝑣 = 𝐴𝒙𝑣, 𝐴 + 𝐴𝑇 = 0. 

对于网格𝑀中的三角形𝑓 = (𝑓0, 𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝐹，由方程组 

𝒅𝑓𝑘 = 𝐴𝑓𝒙𝑓𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3 

可以解出唯一一个𝐴𝑓，通过衡量其反对称性便可知道它离一个刚性变换有多远，

即用‖𝑋 + 𝑋𝑇‖𝐹
2作为三阶一般线性空间𝐺𝐿3(ℝ) = ℝ

3×3中的一个半范数。与平面

情形类似，这个半范数可以扩展成一个半内积：〈𝑋, 𝑌〉 = tr(𝑋 + 𝑋𝑇)(𝑌 + 𝑌𝑇)，也
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就是𝐺𝐿3(ℝ)中的一个半正定二次型。由于在迭代过程中向量场𝒅是未知的，因此

局部 AKVF 预处理器取为这个半正定二次型在单位向量场下的表示，即对每个

单位切向量场单独求𝐴𝑓并求出每个三角形 9 个𝐴𝑓矩阵两两之间的半内积，然后

把他们按顺序填入一个9 × 9的矩阵𝐻𝐴𝐾𝑉𝐹,𝑓
𝑠𝑝𝑒𝑟𝑒 (𝒙)。最后我们将这些矩阵然后按面积

集成得到原欧氏空间上的伪黎曼度量𝐻𝐴𝐾𝑉𝐹
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒(𝒙)，这个就是整体的球面 AKVF 预

处理器。可见，球面 AKVF 预处理器的形式与平面情形的计算非常相似，只有

Killing 向量场的形式有很小的区别。球面的 AKVF 预处理器也只依赖于网格的

连接关系，与网格的几何信息无关，也与目标能量的选取无关。 

4. 解析投影牛顿求解器[42] 

上面介绍的三种预处理器要么完全不依赖于目标能量的选取，要么只依赖于

其一阶导数信息，因此都是一阶求解器，收敛速度较慢。现在我们来介绍一种二

阶求解器。与平面情形类似，我们希望用解析的方式表达球面几何能量 Hessian

阵的特征值分解，从而可以通过将其中的负特征值修改为 0 来得到一个半正定的

求解器。很幸运的是，[42]中给出了常用三维各向同性几何能量 Hessian 阵的特

征值分解。我们在这里用球面对称狄利克雷能量举例： 

𝐸𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝑀, 𝒙) =

1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟

𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓)

𝑓∈𝐹

, 

𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓) =

1

2
𝐼𝐼𝑓 +

1

8
(
𝐼𝑓
2 − 𝐼𝐼𝑓

𝐼𝐼𝐼𝑓
)

2

−
𝐼𝑓

𝐼𝐼𝐼𝑓
, 

其中 

𝐼𝑓 = 𝜎1,𝑓 + 𝜎2,𝑓 + 𝜎3,𝑓 , 𝐼𝐼𝑓 = 𝜎1,𝑓
2 + 𝜎2,𝑓

2 + 𝜎3,𝑓
2 , 𝐼𝐼𝐼𝑓 = 𝜎1,𝑓𝜎2,𝑓𝜎3,𝑓 

是三角形𝑓的四面体形变梯度的伸缩张量的三个不变量。于是局部狄利克雷能量

关于形变梯度的 Hessian 阵的特征值分解可写为[42]： 

∇𝐽𝑓
2 𝐷𝑠𝑦𝑚𝐷𝑖𝑟

𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 (𝐽𝑓) = ∑(𝜆𝒅𝑘,𝑓𝒅𝑘,𝑓𝒅𝑘,𝑓
𝑇 + 𝜆𝒍𝑘,𝑓𝒍𝑘,𝑓𝒍𝑘,𝑓

𝑇 + 𝜆𝒕𝑘,𝑓𝒕𝑘,𝑓𝒕𝑘,𝑓
𝑇 )

3

𝑘=1

, 
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其中 

𝜆𝒅𝑘,𝑓 = 1 +
3

𝜎𝑘,𝑓
4 , 𝒅𝑘,𝑓 = vec(𝑈𝑓𝐸𝑘𝑘𝑉𝑓

𝑇), 

𝜆𝒍1,𝑓 = 1 +
𝜎1,𝑓
2

𝐼𝐼𝐼𝑓
2 + (𝐼𝐼𝑓 − 𝜎1,𝑓

2 )
𝜎1,𝑓
3

𝐼𝐼𝐼𝑓
3 , 𝒍1,𝑓 = vec (

1

√2
𝑈𝑓 (

0 0 0
0 0 1
0 1 0

)𝑉𝑓
𝑇), 

𝜆𝒕1,𝑓 = 1 +
𝜎1,𝑓
2

𝐼𝐼𝐼𝑓
2 − (𝐼𝐼𝑓 − 𝜎1,𝑓

2 )
𝜎1,𝑓
3

𝐼𝐼𝐼𝑓
3 , 𝒕1,𝑓 = vec (

1

√2
𝑈𝑓 (

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)𝑉𝑓
𝑇), 

其中第二组和第三组特征值与特征向量我们都只分别列举了一对，因为另外两对

可以对下标进行轮换得到。注意到，前两组特征值是恒正的，只有第三组可能出

现负特征值。因此我们的解析投影牛顿求解器为： 

𝐻𝐴𝑃𝑁
𝑠𝑝ℎ𝑒𝑟𝑒 =

1

𝐴(𝑀)
∑|𝑓|∑(𝜆𝒅𝑘,𝑓𝒅𝑘,𝑓𝒅𝑘,𝑓

𝑇 + 𝜆𝒍𝑘,𝑓𝒍𝑘,𝑓𝒍𝑘,𝑓
𝑇 +max (𝜆𝒕𝑘,𝑓 , 0) 𝒕𝑘,𝑓𝒕𝑘,𝑓

𝑇 )

3

𝑘=1𝑓∈𝐹

. 

三、 球面约束的处理 

如果直接用上述求解器计算下降方向，即通过 

𝒅 = −𝐻−1∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙) 

来计算下降方向，然后在这个下降方向上搜索步长，那么原本限制在球面的参数

坐标是肯定会离开球面的。幸运的是，我们有一种很简单的将离开球面的点拉回

球面的方式，那就是球心映射。更具体地，对于网格𝑀的空间参数化映射𝒙（不

一定在球面上），它的球心投影记为𝑃(𝒙)，具体在顶点𝑣 ∈ 𝑉处 

𝑃(𝒙)𝑣 =
𝒙𝑣
‖𝒙𝑣‖

. 

注意到，对于原本就限制在球面上的映射，𝑃(𝒙) = 𝒙。于是，我们可以把对球面

参数化映射的能量定义延伸到一般的空间参数化映射： 

𝐸̃(𝑀, 𝒙) ≔ 𝐸(𝑀, 𝑃(𝒙)). 

在这个意义下，我们便无需再担心球面约束了，因为我们只需要对这个新定义的

一般空间映射的能量函数求梯度，在求得下降方向𝒅和步长𝛼后也只需要通过 
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𝒙 ← 𝑃(𝒙 + 𝛼𝒅) 

来更新参数坐标，这样就可以保证每次迭代更新后的参数坐标始终在球面上。更

具体地，在求梯度的时候， 

∇𝒙𝐸̃(𝑀, 𝒙) = 𝑑𝑃(∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙)). 

对于顶点𝑣 ∈ 𝑉， 

𝑑𝑃(∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙))𝑣 =
(𝐼 − 𝒙𝑣𝒙𝑣

𝑇)∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙)𝑣. 

这代表在求解下降方向前需要将原本的梯度沿每个顶点的径向分量过滤掉，使得 

每个顶点处的移动方向都是沿球面切向的，然后用 

𝒅 = −𝐻−1𝑑𝑃(∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙)) 

来计算下降方向。经过试验我们发现，只有加上这个投影变换之后才能得到一个

好的下降方向；若不加这个投影，得到的下降方向上最大步长往往很小，导致优

化过程很容易在一开始卡住。因此这个投影变换是非常关键的。实际上，对于一

般的流形约束也需要使用类似的投影变换[26][27]。 

四、 直线搜索 

 有了下降方向，我们便需要计算一个合适的下降步长。由于我们最后是通过 

𝒙 ← 𝑃(𝒙 + 𝛼𝒅) 

来更新参数坐标的，因此这相当于在球面的大圆弧上进行搜索。在搜索步长的过

程中，我们求解的问题是： 

图 3.9 梯度的切投影 
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𝛼∗ = argmin
𝛼

𝐸(𝑀, 𝑃(𝒙 + 𝛼𝒅)),  

 s. t. det(𝒙𝑓0 + 𝛼𝒅𝑓0 , 𝒙𝑓1 + 𝛼𝒅𝑓1 , 𝒙𝑓2 + 𝛼𝒅𝑓2) > 0, ∀𝑓 ∈ 𝐹. 

我们首先要计算一个最大步长。与平面情形类似，这个最大步长是所有三角形最

大步长的最小值，而在球面情形中每个三角形的最大步长则是相应的球面三角形

刚好退化时的步长，也就是球面三个顶点与原点形成的四面体刚好退化时的步长，

它是如下三次方程的最小正根： 

det(𝒙𝑓0 + 𝛼𝒅𝑓0 , 𝒙𝑓1 + 𝛼𝒅𝑓1 , 𝒙𝑓2 + 𝛼𝒅𝑓2) = 0. 

由于三次方程的解析解形式较为复杂，我们可以用一些数值计算的库（比如 gsl）

来求解上述方程。有了最大步长之后，我们便可通过回溯直线搜索得到一个合适

的下降步长，这部分与平面情形差不多，就不细说了。 

 我们已经详细讲述了球面参数化几何优化的完整迭代过程，迭代的终止条件

跟平面参数化是一样的。作为总结，我们将上述整个流程写成一个完整的算法： 

算法 2. 球面参数化的几何优化迭代算法 

1 𝒙 = Gnomonic_Tutte( ) 

2 while ∆𝐸 𝐸⁄ > 𝜖 

3     𝒅 = −𝐻−1𝑃(∇𝒙𝐸(𝑀, 𝒙)) 

4     𝛼𝑚𝑎𝑥 = max_step(𝒙, 𝒅) 

5     𝛼 = backtracking_line_search(𝒙, 𝒅, 𝛼𝑚𝑎𝑥) 

6     𝒙 ← 𝑃(𝒙 + 𝛼𝒅) 

7 end 

 

其中𝐻取决于求解器的选择，𝐸取决于能量的选择。由此可见，我们的球面参数

化几何优化框架适用于各种几何能量以及各种几何优化求解器。另外，平面几何

优化中的各种加速方法也可以在略微修改后应用于球面参数化的几何优化，这里

就不赘述了。 
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第四节 实验结果 

一、 实现细节 

在这里，我们将测试上一节所描述球面几何优化流程。我们在一台 8 核 i7 处

理器 Windows 系统的 DELL 电脑上用 C++语言实现了上述算法，并用[52]提供

的网格可视化图形用户界面来测试我们的算法。其中对于初始化，我们随机选取

4 个三角形据点并使用[7]的方法来获得网格的分割。这种分割可以保证每片都是

连通的，但无法保证片与片间的连接关系与四面体一致。若违反了这一点，我们

重新选取三角形据点直到找到满足上述条件的划分。我们将划分的边界通过最短

路径拉直，映到正四面体的边上，然后用 Tutte 方法[46]将每片内的顶点映到正

四面体的面中，再用球心投影将四面体上的参数坐标映到球面，得到球面初始化。

在迭代过程中，我们使用 Eigen 进行奇异值分解和矩阵运算，在计算下降方向时

用 Pardiso[29][30]求解相应的二次规划问题，在计算最大步长时用 gsl 求解相应

的三次方程。 

二、 结果展示 

1. 各求解器之间的比较 

Model Name: Horse, |𝑉| = 2000, |𝐸| = 5994, |𝐹| = 3996. 

图 3.10  Horse 模型各求解器比较 
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Model Name: Spot, |𝑉| = 2930, |𝐸| = 8784, |𝐹| = 5856. 

Model Name: Ant, |𝑉| = 9501, |𝐸| = 28497, |𝐹| = 18998. 

Model Name: Hand, |𝑉| = 42068, |𝐸| = 126198, |𝐹| = 84132. 

图 3.11  Spot 模型各求解器比较 

图 3.13  Hand 模型各求解器比较 

图 3.12  Ant 模型各求解器比较 
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2.   球面参数化映射展示 

 

图 3.14  Skull 模型球面参数化映射 

图 3.15  Buddha 模型球面参数化映射 

图 3.16  Max-Planck 模型球面参数化映射 
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图 3.17  Bunnyih 模型球面参数化映射 

图 3.18  Gargoyle 模型球面参数化映射 

图 3.19  Sharp-sphere 模型球面参数化映射 

图 3.20  Lucy 模型球面参数化映射 
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三、 结论 

经过以上实验，我们得出我们提出的几何优化流程能够很好地求解球面参数

化问题，得到低扭曲无翻转的球面参数化映射。其中 Sobolev预处理器迭代较快，

但单次迭代减少的扭曲较少，导致收敛所需的迭代数远远大于其他求解器；SLIM

预处理器开始下降较快，但收敛很慢；AKVF 预处理器和解析牛顿求解器表现均

较好，解析牛顿求解器收敛得最快。相比于其他方法，我们的方法总能得到扭曲

较低的结果，而不会在扭曲较高的时候卡住。对于规模较大的网格，我们的球面

参数化映射能清晰反映曲面上的各种细节。  

图 3.21  Armadillo 模型球面参数化映射 

图 3.22  Cow 模型球面参数化映射 
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第四章 总结与思考 

 到此为止，我们引入了网格参数化问题，详细介绍了平面参数化问题的各种

几何优化方法，调研了现有的球面参数化方法，然后用自己的方式将平面中的几

何优化方法应用于球面参数化问题的求解中，并用实验展示了效果。在用几何优

化方法求解球面参数化问题时，我们仔细分析了球面参数化映射的特点，指出了

它与平面参数化问题本质上的不同。我们还指出了球心投影的重要性，并反复利

用这个映射来构建从平面参数化到球面的桥梁，从而得到一个通用的球面参数化

几何优化框架，适用于各种几何能量以及各种几何优化求解器。我们对球面参数

化问题的特殊处理使得我们能够高效地优化球面参数化映射的扭曲，从而从任意

高扭曲的初始化出发都能很快得到一个低扭曲无翻转的球面参数化映射。目前还

没有其他方法能做到这一点。 

 目前还有很多关于球面参数化的问题有待研究，比如 Colin de Verdiere 方程

的鲁棒求解器，以及网格过大导致初始化出现精度问题时的解决方法。对于前者，

我们尝试设计了一个求解器，该求解器虽然很快，但无法保证得到一个无翻转的

结果，因此未在本文提及。对于后者，[40]提出了平面情形的解决方法，使用的

就是多分辨率技术。然而，正如前文所说，这种技术需要将网格中的顶点逐个移

除再按逆序插入回去，而对于大规模网格来说是非常费时的。在这里，我们提出

这样一种解决思路：既然 Tutte 方法是对整体求解的，而多精度技术是对每个顶

点单独处理的，那么我们不妨设计一个中和策略，即对网格从粗到精分层，在分

层的过程中使用多分辨率技术，而在求解每层的参数化坐标时使用 Tutte 方法。

更具体地，对于一个规模较大的网格[50]，我们在其上采样若干个据点，然后用

[7]中的方法构建一个基网格作为原网格的近似。我们先将这个基网格进行参数

化，再分别将基网格中每个三角形所涵盖的原网格中的顶点参数化到相应的像三

角形内部。对于规模更大的网格，我们可以计算一个从粗到精的基网格序列，使
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得每个基网格中的三角形所涵盖下个基网格中的三角形数不超过一个固定阈值

（比如 100），直到最精细的网格，即原网格。于是，这种结构构成一个树，树的

每一层都代表一个基网格，每个节点代表基网格中的三角形，其子节点就是它所

涵盖的下个基网格中的所有三角形。构建这个树的过程要用到多分辨率技术，而

树的每个节点的参数化要用到 Tutte 方法。在几何优化的过程中，我们可以将原

网格的顶点按树的节点分块，然后按照这个数的深度或者广度优先遍历顺序来进

行块坐标下降(block coordinate descent)。这样可以保证每块内都能使用各种几何

优化求解器同时使得子问题的规模不会太大。以上只是一个大概的思路，这个思

路适用于一般的超大规模网格处理，但很多细节值得仔细研究，因此我们将它作

为下一步的工作目标。 

 另外，除了平面和球面，也有其他参数域上的网格参数化问题。球面参数域

只适合 0 亏格闭曲面网格的整体参数化。对于亏格更高的曲面网格，可以考虑双

曲平面作为参数域，相关的参数化问题也非常值得研究，我们也将这部分工作留

给未来。更长远的目标则是用一个统一的框架来解决所有网格参数化问题，对于

目前来说这显然是相当困难的，但值得尝试。 
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